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Agenda of talk

1. Introduction and existing studies concerning 

brain neurons

2. On Sompolinsky’s model  and formulations

3. Mathematical analysis of Sompolinsky’s

inter-cluster equation and full model

4. Conclusion and further studies 
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神経電位の発生・伝達機構

・特定イオン（K
+

, Na
+

等）に対する選択的透過性を利用して神

経細胞膜内の電位が変動（脱分極）．

・軸索上を電位が伝達、ミリエンと呼ばれる絶縁体を跳躍

し高速に伝達．
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背景：神経電位の同期発火に関する研究

・猫の一次視覚野に関する研究
[1]

・ニューロン活動を観測、約40Hzの周期で

同期発火を確認

・光の棒を見せた際に同期発火を観測

[1]Gray, C.M. & Singer, W. ,
Stimulus–specific neuronal oscillations in orientation columns of cat visual cortex, Proceedings of National Academic Science, USA, 86, 1698–1702, 1989.



4Copyright©2015  NTT corp. All Rights Reserved.

【reference】 experiment concerning monkey 

•与えられた課題を行っているサルの二次体性感覚野から

複数のニューロン活動を記録し、同時に記録したニューロン活動

のタイミングを観測
[2]

。

•体性感覚の刺激に対し注意を払った時に同期したニューロン活動

が見られた。

•[2] P. N. Steinmetz, et al., Attention modulates synchronized neuronal firing in primate somatosensory cortex, Nature, 404, 187-190 (2000)
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・相関したニューロンの活動が情報の表現の基本単位であるという

仮説

Under appropriate conditions, volleys of synchronized spikes can 

propagate through the cortical network by travelling along 

chains of groups of cortical neurons.

(G.Mo, 2001)

Synfire chain hypothesis
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NTT Confidential
・Gray&Singer

[1]

の結果に基づき、一次視覚野の神経細胞の同期

発火現象を、以下の特性を加味したモデルとして提案
[3]

：

◆一次視覚野（V1）を複数のクラスタ（=hypercolumn）に分類;

◆◆ 同一クラスタに属するニューロンは強く結合;

◆異なるクラスタに属するニューロンは同士は弱結合だが、

選択的指向性が合致する場合には強く結合．

・相互作用下での多数の神経細胞の電位の位相の時間発展を、

結合振動子の位相縮約モデルとして記述

•[3] Sompolinsky,H, et al., Cooperative dynamics in visual cortex,  
Physical Review A, 43 (1991).

Somplolinsky (1990, 91) 
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Example of V(θ)

図１．ある細胞についての

発火指向性

図２．異なるクラスタ間の関連

クラスタ
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Hypercolumn in V1

・一次視覚野(V1)内の神経細胞が，それぞれは同一の機能を有するが異なる

方位嗜好性を有する視細胞ごとのクラスタに分類できるとする仮説．

・’81年にノーベル賞を受賞したヒューベルとウィーゼルが立案．

・物理的機構としての対応付けは未だに発見されていないが、機能構造を説明

する上では現在も主流となっている仮説．
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Sompolinsky’s model (Full model) 
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Sompolinsky’s approaces

Focus on 

single cluster

Focus on average 

phase in each cluster

本多：JSIAM連合発表会(2016.3)
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Intra-cluster equation 

本多：JSIAM連合発表会(2016.3)
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一次視覚野の中で、近くのニューロン同士の結合関係のみを取り

出し平均場近似を適用：

Intra-cluster equation 

Intra-cluster equation

Full model
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Formulation

Intra-cluster equation 
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Deduction of Fokker-Planck equation
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Formulation
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Preparation ～norms and function spaces ～



17Copyright©2015  NTT corp. All Rights Reserved.

Solvability of (3.1)
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Stability of incoherence 

「自明定常解の安定性のための十分条件」つまり

「同期が発生しないための十分条件」

を陽に求める。

定性的には、

「結合強度に比してノイズレベルが十分高いと同期が起きない」
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Proof of Theorem 3.2 
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Proof of Theorem 3.2 
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Proof of Theorem 3.2 
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Proof of Theorem 3.2 
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On attractor and inertial set 

It is known that the orbit of the dissipative systems are sometimes

absorbed rapidly by a finite dimensional set or manifold. 

vvvvMaximal

attractor

vvexponential

attractor

Inertial set 

Inertial

manifold
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Maximal attractor
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Inertial set 
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Squeezing property 
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Results by Eden 
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Existence of inertial set 



29Copyright©2015  NTT corp. All Rights Reserved.

Analysis of full model 
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Deviation of Fokker-Planck eq.
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Deviation of Fokker-Planck eq.
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Deviation of Fokker-Planck eq.
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Deviation of Fokker-Planck eq.
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Conclusion and further studies 

【Conclusion】

・Sompolinskyにより提案された同期発火モデルのfull versionに対応する

Fokker-Planck方程式の提案を行った．

【Further studies】

・今後，可解性証明、安定性の議論などの理論解析に加え、数値解析に基づく

実験結果との突合を通じてモデルの妥当性を検証する．
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Thank you for your attention.
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references
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Well known properties of Kuramoto model

・Synchronization occurs with the coupling strength K over a    

certain threshold K
c

.

・With K below K
c

, the synchronization disappears.

Bifurcation with respect to K:

(a)

(b) 
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Examples

For certain specific forms of g(ω), Kc and r are caluclated 

(Kuramoto(’84)): 

In general ・・・ (Kuramoto(’84))
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Coherent solution (D=0) 

・Kuramoto (’84) derived the coherent solution under the    

assumption of the symmetry of g(ω) when D=0.
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NTT研究所における“ネットワーク科学”

空間情報数理
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モバイル網への適用

NTT Confidential
スマートフォンやタブレット端末の普及に伴い、頻繁な網への接続・切断が論理的トポロジーの時間

変動を増幅し、網の設計・制御上看過できない状況である。

一方で、TCPレイヤにおいて、自律的制御により通信品質を確保する方式は様々存在するが、時とし

て相互に影響を及ぼしあうことで同期し、結果的に全体の可用帯域を非効率化させてしまう問題
※）

も指摘されている。

簡易なNW観測に基づき，全体もしくは一部のセッションの同期有無を推定/予測できる技術を構築

したい

※） TCPウィンドウ制御の機構が、網内でのパケットロス等を契機に複数端末間で同期する現象
[1]

[1] H.Han, C. V. Hollot, D. Towsley, Y. Chait, Synchronization of TCP Flows in Networks with Small Drop Tail Buffers, CDC-ECC2005(2005).

保守拠点

インターネット

RAN
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アプローチ

モバイルネットワーク上での同期現象を記述するため、以下のアプローチを採用する：

① 論理的ネットワークを対象に、セッションの接続や消滅、セッション間の相互作用の有無や時間

変動を勘案した抽象的モデル）を採用。特にセッションが多数存在する大規模なモデルを想定。

② 上記の上でノードの状態（例えばTCPスループットや輻輳ウィンドウサイズ）の結合振動モデルを

構築し、ノード状態の時間発展を追跡可能なモデルを提案。

以上により、将来的に観測可能なパラメータから、全体としての網の効率利用を実現する設計・制御

手法を検討できるようにする。

：状態a

：状態b

：状態c

① 想定するネットワークモデル

：時刻tにおけるノードiの位相

② ネットワーク上の結合振動モデル
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提案手法の詳細[1] ～ネットワークモデルについて～

スループット等）を記述したい。

【解決したいこととアイディア】

本検討では、時間変動するネットワーク上で、各セッションの位相（TCPスループット等）を記述したい。

そこで、古典的ランダムグラフの概念に時間的概念を導入し（dynamic random graph
[5]

）

かつグラフの各ノードにセッションをマッピングする手法を採用する。

【提案手法の詳細】

各ノード（すなわち物理的にいうセッション）は出生死滅過程に従い（出生はポアソン過程、持続時間

は指数分布）、更に新規ノード出生時、当該時点で存在する他ノードとのリンクを接続率pで確立す

る。従って、当該モデルは以下をパラメータとする：

(i) 各ノードの出生・死滅過程

(ii) 各ノードのリンク接続先の選択確率（の分布）

(iii)各ノード間の結合強度の確率分布

ｾｯｼｮﾝa

ｾｯｼｮﾝb

ｾｯｼｮﾝc 

a b

c
ｾｯｼｮﾝd

d

物理ネットワーク
論理グラフ

結合強度

Λa,b(t,ω)

結合強度

Λa,d(t,ω)

結合強度

Λa,c(t,ω)

結合強度

Λc,d(t,ω)

※線の太さ：帯域

ノードが

セッションに

相当（状態の

考察対象）

共有する物理

リンクがあれば

セッション間の

結合関係“あり“

[5] Z. Yao et. al., On Superposition of Heterogeneous Edge Processes in Dynamic Random Graphs, INFOCOM 2012(2012).
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提案手法の詳細[2] ～結合振動モデルについて～

【解決したいこととアイディア】

各ノードの状態（位相）の時間推移を表現するが、本検討ではノード間のエッジ確立後もノードの消

滅が確率的に発生することを勘案する必要がある。そこで、従来の結合振動モデル
[６]

に加え、ノード

の消滅を表現する項を確率過程として付加し、個々の振動子の挙動を確率微分方程式で記述。

【提案手法の詳細】

ノードiの時刻tにおける位相を で表し以下の確率常微分方程式系で表現する：

ここで は各ノードjの固有振動数、 はノードj, ノードl間の結合強度（リンクが無い場合は

0）、 は新規ノードの到着を示す。また は時刻tにおける系内数（生存ノード）を示す。

※）古典的な大域結合や複雑ネットワーク上で論じられてきた蔵本モデルでは、結合強度は時間非

依存であること、また右辺第二項が存在しない点が提案モデルとの差分である。

[6] Kuramoto (1975) 

ノードの

到着を勘案
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更に、各ノードに接続するノードの消滅過程をポアソン過程で近似する。

位相の“同期度合い”を定量化するため、以下に示す「オーダーパラメータ」を導入し、平均場近似し

た系を導入する：

ここで はノードjの次数。 更に、各ノードに接続するノードの消滅過程をポアソン過程で近似する。

これにより、元々の常微分方程式系は以下の様に平均場近似することができる：

ノードjの到着時刻をτとすると、上式において

ただし は時刻τにおけるノードlの余命を表す確率変数。

これよりオーダーパラメータの時間発展をみることで、系全体の位相のばらつき（特に同期有無）を

追跡できる。

提案手法の詳細[3] ～平均場近似～

0≦R(t)≦1

R(t)が1に近い

ほど同期状態

ノードの

到着を勘案
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系内数が∞の場合を考えると、平均場近似の式から、時刻τに到着したノードの時刻t(≧τ)におけ

る状態の確率密度関数を と表すと、これは以下に従う：

全体のノードの状態の確率密度関数の時間発展は以下の系を併せて考えることで表現できる：

【参考】提案手法の詳細[4] ～系内数∞の極限～

ノードの

到着を勘案
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全参加ノード数100の場合において、到着番号が35-40の各ノードについて次数の時間推移を示す。

系内数はM/G/∞のそれに従う。

全ノード数 平均到着率 平均セッション持続時間 接続率p 結合強度

100 1 100 0.5 1

実験諸元

時間

時間

系
内

数

次
数

（
ノ

ー
ド

3
5
-
4
0
）

シミュレーション例[1] 

F
r
e
q
u
e
n
c
y
 

次数

i) 

ii) 

iii) 

i) ノード35-40の次数推移，ii) 時刻t=90における次数の度数分布，iii) 生存ノード数の時間推移
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数値計算結果の一例を下図に示す。オーダーパラメータの値が接続率pおよび到着率λの値に依

存することが確認できる（同様に結合強度、生存時間分布にも依存）。

全ノード数 平均到着率(λ) 平均セッション持続時間 接続率(p) 結合強度(K)

15 1 / 0.01 100 (指数分布) 0.5/ 0.01 1

P=0.5

実験諸元

位
相

(
[
θ

/
2
π

]
)

オ
ー

ダ
ー

パ
ラ

メ
ー

タ

P=0.01

オ
ー

ダ
ー

パ
ラ

メ
ー

タ

λ
=
1
.
0

λ
=
0
.
0
1

時間時間

0 50 0 50

0 50 0
50

位
相

(
[
θ

/
2
π

]
)

シミュレーション例[2] 
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結合強度(平均到着率λ=0.1)

全ノード数：50

● 接続率p=0.1

● 接続率p=0.5

● 接続率p=0.9

平均到着率λ（結合強度0.01）

全ノード数：50

● 接続率p=0.1

● 接続率p=0.5

● 接続率p=0.9

時刻t=50におけるオーダーパラメータの値を、接続率、結合強度および平均到着率毎に比較する。

左下図より、平均到着率が低い場合にはほぼ高い同期状態を示すのに対し、

右下図より、結合強度が小さい場合には、平均到着率増大に伴い同期状態が低減する。

シミュレーション例[3] 
オ

ー
ダ

ー
パ

ラ
メ

ー
タ

オ
ー

ダ
ー

パ
ラ

メ
ー

タ
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摂動を受けた振動子の位相記述（２）

・平均場近似

・平均的な位相からのズレをψであらわす：

ψ=φ-ωt

・ここで右辺はperiodic．またψは緩慢な変動のため近似的に

以下の様にかける：
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2振動子系の例

・性質の同じ2個の振動子が弱く相互作用している系：

ここで

として先と同様に考えると
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2振動子系の例

・先と同様に、新たな位相変数を導入：


