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あらまし 本稿では、中心性指標に基づくノードランキングのリンク重みに含まれるノイズに対する耐性を解析する。

あるグラフとそのグラフのリンク重みにノイズが含まれたグラフにおいて、中心性指標の降順にノードをそれぞれラ

ンキングした時に、それらのランキングがどの程度一致するかを解析する。具体的には、ノイズの含まれていないグ

ラフにおいて中心性指標に基づくランキング 1位のノードが、リンク重みにノイズが含まれたグラフにおいてランキ

ングの上位m位以内に存在する確率 Topm および、リンク重みにノイズが含まれていないグラフにおいて中心性指標

に基づくランキングが上位m位以内のノードのうち、リンク重みにノイズが含まれたグラフにおいても上位m位以

内に存在するノードの割合 Overlapm の期待値を導出する。これまでの研究では、シミュレーションや実データを用い

た分析によって、実験的に Topm や Overlapm を求めていたが、本稿の解析によって、任意のグラフにおいてこれらの

理論値を求めることを可能にする。さらに数値例によって、ランダムグラフにおいては、中心性指標に基づくノード

ランキングのリンク重みのノイズに対する耐性が、グラフの規模や密度によってほとんど異ならないことなどを示す。
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Abstract In this paper, we mathematically analyze the robustness of node ranking based on centrality measure against link

weight noises. We analyze the node ranking consistency based on centrality measures between a graph and a graph with link

weight noises. We derive Topm and Overlapm, which are both utilized to quantify the robustness of centrality measure in a

network. In the existing researches, Topm and Overlapm are obtained experimentally through simulations and experiments.

Our mathematical analysis enables us to obtain theoretical values of these metrics. Our numerical examples show that graph

size and density do not significantly affect the robustness of the node ranking in random graphs.
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1 は じ め に

人と人との交流関係やタンパク質間の相互作用の関係、脳機

能間の関係などを表現した大規模で複雑なネットワークを分

析するネットワーク分析が活発に行われている [1–4]。ネット

ワーク分析では、現実の様々なエンティティ間の関係を重みつ

きグラフとして表現し、分析する。例えば、人のネットワーク

の分析 (ソーシャルネットワーク分析)では、人をノード、人と

人との紐帯の強度をリンク重みとする重みつきグラフを分析す

る [3]。脳機能ネットワークの分析では、脳の領域をノード、領
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域間の活動の相関の強さをリンク重みとする重み付きグラフを

分析する [1]。

ネットワーク分析ではさまざまな指標が提案されているが、

特に、グラフにおけるノードの中心性を測る指標 (次数中心性・

媒介中心性・近接中心性・固有ベクトル中心性) [5, 6]が実際の

ネットワーク分析において広く用いられている [7–9]。中心性

指標は、あるノードが他のノードに与える影響度を推定する指

標である。中心性指標を用いることで、コミュニティにおける

中心人物の特定 [7,8]や、重要な機能を持つ脳の領域の推定 [9]

などの分析が行われている。

ただし、ノード間の関係の有無や強度を正確に取得すること

は容易ではないため、ネットワーク分析に用いられるグラフに

は、通常、さまざまな誤りが含まれている [10–14] 。例えば、

従来のソーシャルネットワーク分析の多くでは、実験参加者へ

のアンケート調査から、人と人との紐帯の強さを取得している

ため、人の主観によって分析に用いられるグラフのリンク重み

にノイズが含まれてしまう [15]。脳機能ネットワークの分析に

おいては、MRI (Magnetic Resonance Imaging) によって取得し

た BOLD (Blood Oxygen Level Dependent)シグナル強度の相関

によって脳領域間の関係の強度を推定しているため、推定誤差

や計測誤差によってグラフのリンク重みにノイズが含まれてし

まう。

これまで、ネットワーク分析で用いられる中心性指標が、グ

ラフの不完全性に対してどの程度の耐性を持つかの分析が行わ

れている [10–14, 16–18] 。文献 [10, 12] では、シミュレーショ

ン実験により、中心性指標が、ノードやリンクのランダムな追

加・削除に対して、どの程度の耐性を持つかが分析されている。

我々も、特にリンク重みに含まれる誤差に着目し、人工的に生

成したグラフや現実のソーシャルネットワークにおけるノード

の中心性指標の耐性を実験的に調査している [17, 18]。

我々の研究も含めこれまでの研究では、シミュレーションに

よって実験的に、ネットワークにおける誤差が中心性指標に与

える影響を調査している。ネットワークにおける誤差がノード

の中心性指標に与える影響を解析的に調査した研究としては、

Ghoshalらの研究 [16]が存在する。Ghoshalら [16]は、ページ

ランクに基づくノードランキングが、次数分布を保ったリンク

のランダムな張り替えによって変動しない条件を導出している。

つまり、Ghoshalらは、ノードランキングの変動の有無に着目

している。ネットワークにおける誤差が中心性指標に与える影

響を理解するためには、ノードランキングの変動の有無に着目

するだけでなく、変動の大きさを求めることも重要であると考

えられる。

本稿では、これまでの実験的なアプローチではなく、数学的

解析によって、中心性指標に基づくノードランキングのリンク

重みのノイズに対する耐性を明らかにする。中心性指標として

次数中心性を対象とし、既存研究 [10,12,17]で用いられている

Topm および Overlapm と呼ばれるノードランキングのロバス

ト性を評価する指標の期待値を導出する。本稿における解析に

よって、任意のグラフにおいて、リンク重みのノイズによる中

心性指標に基づくノードランキングの変動の大きさを求めるこ

とを可能にする。さらに本稿では数値例を示し、本稿の解析を

用いて、さまざまなグラフにおける中心性指標に基づくノード

ランキングのロバスト性を分析することが可能であることを

示す。

本稿の構成は以下の通りである。2章では数学的解析によっ

て、リンク重みのノイズによる中心性指標に基づくノードラン

キングの変動の大きさを導出する。3章では、数値例とシミュ

レーションの比較によって解析の妥当性を検証するとともに、

リンク重みのノイズが中心性指標に与える影響を議論する。最

後に 4章において、本稿のまとめと今後の課題を述べる。

2 解 析

本稿では、重みつき無向グラフ Gとグラフ Gの各リンク重

みに平均 µ、分散 σ2 を母数に持つ分布に従うノイズを加えた

グラフ Gµ,σ の間で次数中心性に基づくノードのランキングが

どの程度変動するかを解析する。グラフ Gとグラフ Gµ,σ にお

いて、次数中心性の降順にノードをそれぞれランキングし、そ

れらのランキングがどの程度一致するかを解析する。具体的に

は、グラフGにおいて中心性指標に基づくランキングが最上位

のノードが、グラフGµ,σ においてランキングの上位m位以内

に存在する確率 Topm [10, 12, 17] および、グラフ G において

中心性指標に基づくランキングが上位 m位以内のノードのう

ち、グラフGµ,σ において上位m位以内に存在するノードの割

合 Overlapm [10, 12, 17]の期待値を導出する。なお、重みつき

グラフにおけるノード vの次数中心性は、ノード vに接続され

ているリンクのリンク重みの総和で定義される [19]。本稿で用

いる記号の定義を表 1に示す。

まず、グラフGにおいて中心性指標に基づくランキングが最

上位のノードが、グラフ Gµ,σ においてもランキングの最上位

に位置する確率 Top1 を導出する。

次数 kのノードに接続されている k本のリンクに加えられる

ノイズの総和 xの確率密度関数 f(k, x)は、中心極限定理より、

次式で近似できる。

f(k, x) =
e
− (x−kµ)2

2kσ2

√
2kπσ2

(1)

また、累積分布関数 F (k, x)は、次式で求められる。

F (k, x) =

∫ x

−∞
f(k, t)dt

=
1

2
(1 + erf (

x− kµ√
2kσ2

)) (2)

ここで、erf は誤差関数である。

グラフ G において次数中心性の値が i 番目に大きいノード

vi に接続されているリンクに加えられるノイズの総和を xi と

すると、求める Top1 は、ノード vi (n >= i >= 2) について、

c1 + x1 >= ci + xi となる確率、つまり、xi <= c1 − ci + x1 とな

る確率である。したがって、yi = c1 − ci + xと置くと、 Top1

は次式で求められる。
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表 1 解析で用いる記号の定義

G リンク重みにノイズの加えられていない重みつき無向グラフ

Gµ,σ グラフ Gの各リンク重みに平均 µ、標準偏差 σを母数に持つ分布に従ってノイズを加えた重みつき無向グラフ

n グラフ Gのノード数

ci グラフ Gにおいて次数中心性の値が i番目に大きいノードの次数中心性

ki グラフ Gにおいて次数中心性の値が i番目に大きいノードの次数

vi グラフ Gにおいて次数中心性の値が i番目に大きいノード

Top1 =

∫ ∞

−∞
f(k1, x)

n∏
i=2

F (ki, yi)dx (3)

次に、式 (3)を一般化し、Topm を導出する。

ノード v1 がグラフGµ,σ において、中心性に基づくランキン

グの上位m位以内に位置するのは、{vi|n >= i >= 2}について、
c1+x1 >= ci+xiとなる、あるいは {vi|n >= i >= 2∧ i /∈ {i2}}に
ついて c1 + x1 >= ci + xi となり、かつ {vj |j ∈ {i2}}について
c1+x1 < cj+xjとなる、あるいは {vi|n >= i >= 2∧i /∈ {i2, i3}})

について c1 + x1 >= ci + xi となりかつ {vj |j ∈ {i2, i3}}につ
いて c1 + x1 < cj + xj となる、... 、あるいは {vi|n >= i >=

2 ∧ i /∈ {i2, i3, ..., im}} について c1 + x1 >= ci + xi となり

かつ {vj |j ∈ {i2, i3, ..., im}} について c1 + x1 < cj + xj と

なる、場合のいずれかである。これらの事象は独立であるた

め、これらの事象の確率の和が求める Topm である。ここで、

H(k, x) = 1− F (k, x)、

I(ki, xi, U) =

1 i ∈ U

F (ki, xi) otherwise
(4)

と置く。式 (4)における U はノード番号を表す添字の集合であ

る。すると、Topm は次式で求められる。

Topm =

∫ ∞

−∞
f(k1, x){

n∏
i=2

F (ki, yi)

+

n∑
i2=2

H(ki2 , yi2)

n∏
i=2

I(ki, yi, {i2})

+

n∑
i3=2

H(ki3 , yi3)

n∑
i2=2

H(ki2 , yi2)

×
n∏

i=2

I(ki, yi, {i2, i3})

+ ...

+

n∑
im=2

H(kim , yim)...

n∑
i2=2

H(ki2 , yi2)

×
n∏

i=2

I(ki, yi, {i2, i3, ..., im})}dx

(5)

次に、グラフGにおいて中心性指標に基づくランキングが上

位m位以内のノードのうち、グラフ Gµ,σ において上位m位

以内に存在するノードの割合 Overlapm を求める。Overlapm

は、ノード v1 がグラフ Gµ,σ において中心性指標に基づくラ

ンキングの上位m位以内に存在する確率、ノード v2 がグラフ

Gµ,σ において中心性指標に基づくランキングの上位m位以内

に存在する確率、... 、ノード vm がグラフ Gµ,σ において中心

性指標に基づくランキングの上位 m位以内に存在する確率の

平均である。したがって、グラフGにおいて次数中心性に基づ

くランキングが第 r 位のノードが、グラフ Gµ,σ において、次

数中心性に基づくランキングの上位 m位以内に位置する確率

を Topr,m とおくと、Overlapm は、次式で求められる。

Overlapm =
Top1,m + Top2,m + ...+ Topm,m

m
(6)

ここで Topr,m は、式 (5)における、c1 および k1 を、cr およ

び kr に置き換え、zi = cr − ci + xと置くことにより、次式で

求められる。

Topr,m =

∫ ∞

−∞
f(kr, x){

n∏
i=1

I(ki, zi, {r})

+

n∑
i2=1

H(ki2 , zi2)

n∏
i=1

I(ki, zi, {i2, r})

+

n∑
i3=1

H(ki3 , zi3)

n∑
i2=1

H(ki2 , zi2)

×
n∏

i=1

I(ki, zi, {i2, i3, r})

+ ...

+

n∑
im=1

H(kim , zim)...

n∑
i2=1

H(ki2 , zi2)

×
n∏

i=1

I(ki, zi, {i2, i3, ..., im, r})}dx

(7)

3 数 値 例

本章では、2章の解析結果を用いることにより、次数中心性

に基づくノードランキングがリンク重みのノイズによってどの

程度変動するかを、様々なグラフにおいて調査する。同時に、

シミュレーション結果も示し、解析の妥当性を検証する。

まず、リンク重みに加えるノイズの量と、本稿で導出した

Topm および Overlapm の関係を調査する。ER (Erdös-Rényi)

モデルを用いて生成したノード数 100、密度 0.1のランダムグ

ラフの各リンクに [0,1]の一様乱数に従うリンク重みを割り当て

ることにより、グラフGを得る。グラフGのリンク重みに平均

0標準偏差 σ に従うガウスノイズを加えることにより、グラフ

Gµ,σ を得る。グラフ Gと Gµ,σ の組を 100組生成し、Top1、

— 3 —



表 2 数値例で用いるパラメータ設定

ノード数 n 100

密度 ρ 0.1

生成モデル ERモデル

リンク重みの分布 [0, 1]の一様分布

ノイズの分布 平均 0、標準偏差 σの正規分布
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図 1: ノイズの標準偏差 σ と Top1、Top3、および Overlap3 の関係

(ネットワーク生成モデル:ERモデル、リンク重みの分布：一様分

布、ノード数:100、密度: 0.1)

Top3、および Overlap3 の平均を求める。リンク重みに加える

ノイズの標準偏差 σ を変化させることで、リンク重みに加え

るノイズの量を変化させる。図 1 に、ノイズの標準偏差 σ と

Top1、Top3、およびOverlap3 の関係を示す。以降の図中の線

は解析結果を、点はシミュレーション結果を示している。また

特に断りのない限り、表 2に示すパラメータ設定を用いている。

図 1 より、Top3 はノイズの標準偏差が 0.1 以下であれば、

1 に近い値を取るのに対して、Top1 および Overlap3 はノイ

ズの標準偏差が 0.1 であっても 0.8 程度であることが分かる。

Top1 は、グラフ Gにおけるランキング最上位のノードが、グ

ラフ Gµ,σ においても最上位である確率であるため、当然なが

ら Top3 よりも小さな値となる。Overlap3 は、最上位ノード

だけに着目するのではなく、ある程度広い範囲のランキングの

一致度を表す指標である。この結果から、ネットワーク分析の

目的が、最も中心的な役割を果たしているノードをピンポイン

トで特定することである場合や、ある程度広い範囲のノードラ

ンキングを特定することである場合には、リンク重みのノイズ

によって分析結果にある程度の誤りが含まれてしまうと考えら

れる。

次にグラフの規模および密度によって、次数中心性に基づく

ノードランキングのノイズに対する耐性がどの程度異なるか

を調査する。異なる規模のグラフにおけるノイズの標準偏差と

Top1 の関係を図 2に、異なる密度のグラフにおけるノイズの

標準偏差と Top1 の関係を図 3にそれぞれ示す。

図 2より、グラフの規模によって Top1 の値はそれほど大き

く異ならないことが分かる。グラフの規模が大きいほど、Top1
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図 2: 異なる規模のグラフにおけるノイズの標準偏差 σと Top1 の関係

(ネットワーク生成モデル:ERモデル、リンク重みの分布：一様分

布、密度: 0.1)
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図 3: 異なる密度のグラフにおけるノイズの標準偏差 σと Top1 の関係

(ネットワーク生成モデル:ERモデル、リンク重みの分布：一様分

布、ノード数: 100)

が低い値を取っているが、これは規模が大きなグラフほど、特

定のノードを推定するのが難しくなるためである。さらに、図 3

より、グラフの密度によっても、Top1の値はそれほど大きく異

ならないことが分かる。なお、密度が大きなグラフほど Top1

の値が小さくなるのは、完全グラフに近いほど、ある特定の

ノードを推定するのが困難になるためである。

これらの結果より、ランダムグラフでは、グラフの規模や密

度が異なっていても、リンク重みのノイズに対する次数中心性

に基づくノードランキングの耐性は、それほど異ならないと

考えられる。なおこの結果は、我々がシミュレーション実験に

よってリンク重みの量子化に対する中心性指標の耐性を調査し

た結果とも矛盾しない。

次に、リンク重みの分布や構造の異なるグラフにおいて、次

数中心性に基づくノードランキングのノイズに対する耐性がど

の程度異なるかを調査する。まず、グラフの構造とリンク重み
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図 4: 異なるリンク重みの分布を持つグラフにおけるノイズの標準偏差

σ と Top1 の関係 (ネットワーク生成モデル :ERモデル、ノード

数 :100、密度 : 0.1)

の平均は同じであるが、リンク重みの分布のみが異なるグラフ

において、Top1 の値がどの程度異なるかを調査する。これま

でと同様、ERモデルを用いてノード数 100、密度 0.1のグラフ

を生成し、そのグラフの各リンクに対して異なる分布に従って

リンク重みを与えることによりグラフGを得る。ここでは、平

均 0.5の [0,1]の一様分布、平均 0.5、標準偏差 0.1の正規分布、

および平均 0.5の指数分布に従うリンク重みを与えたグラフを

生成して実験を行った。リンク重みの分布の異なるグラフにお

けるノイズの標準偏差と Top1 の関係を図 4に示す。

図 4より、リンク重みの分布が指数分布、一様分布、正規分

布に従うグラフの順に、Top1 の値が高いことが分かる。これ

は、グラフにおいて次数中心性の高いノードと低いノードの差

で説明することができる。リンク重みの分布が指数分布に従う

グラフの場合、次数中心性が上位のノードと下位のノードの

差が大きい。それに対して、正規分布に従うグラフでは多くの

ノードが同程度の次数中心性を持つ。これが、Top1 の値の差

に表れていると考えられる。

次に、リンク重みの分布とグラフの構造がどちらも異なるグラ

フにおける次数中心性に基づくノードランキングのノイズに対

する耐性を調査する。そのために、重みつきグラフの生成モデル

である CE (Community Emergence)モデル [20]、WE (Weighted

Evolution) モデル [21]、および WECS (Weighted Evolving with

Community Structure)モデル [22]を用いる。これらはいずれも、

ネットワークのトポロジとリンク重みを同時に生成するモデル

である。これら 3種類の生成モデルを用いて生成したグラフに

おける、ノイズの標準偏差と Top1 の関係を図 5に示す。

この結果から、WEモデル、WECSモデル、CEモデルの順

に、中心性指標に基づくノードランキングのノイズに対する耐

性が高いことが分かる。これは、WEモデル、WECSモデル、

CEモデルの順に次数分布の偏りが大きく、WEモデルは他の

モデルと比べてノードの次数とそのノードに接続されるリンク

の重みの相関が高いことが原因である。なおこの結果も、我々
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図 5: 異なる構造およびリンク重みの分布を持つグラフにおけるノイズ

の標準偏差 σと Top1 の関係 (ノード数 :100、密度 : 約 0.05)

がシミュレーション実験によってリンク重みの量子化に対する

中心性指標の耐性を調査した結果と矛盾していない [17]。

最後に、以上の実験における解析とシミュレーションの結果

を比較することで、本解析の妥当性を検証する。これまでの全

ての実験では、いずれの指標においても、またいずれのグラフ

においても、解析結果とシミュレーション結果の値の差は高々

1 %程度であった。このことから、本解析の妥当性が確認でき

る。以上より、本稿の解析を用いることで、様々なグラフにお

いてリンク重みのノイズに対する次数中心性に基づくノードラ

ンキングの耐性を分析することが可能であることが示された。

4 まとめと今後の課題

本稿では、リンク重みのノイズによって中心性指標に基づく

ノードのランキングがどの程度変動するかを数学的解析により

明らかにした。中心性指標として次数中心性を対象とし、ノー

ドランキングのロバスト性を評価する指標である Topmおよび、

Overlapm を導出した。本稿の解析によって、任意のグラフにお

いてこれらの指標の理論値を求めることを可能にした。さらに

本稿の解析結果を用いて、様々なリンク重みや構造を持つグラ

フにおいて次数中心性に基づくノードランキングのリンク重み

のノイズに対する耐性を調査した。その結果、ランダムグラフ

では、リンク重みのノイズの影響は、グラフのノード数や密度

によってそれほど大きく異ならないことなどを示した。

本稿では、リンク重みのノイズが中心性指標に基づくノード

ランキングに与える影響を解析的に明らかにする研究の最初の

ステップとして次数中心性を対象としたが、他の中心性指標を

対象とした解析も重要な課題である。ただし、これまでの研究

で、ネットワークに含まれる誤りに対する中心性指標の耐性は

中心性指標の種類によってそれほど大きく異ならないことが知

られているため [10, 17, 18]、検証の必要はあるが、本稿の解析

結果から他の中心性指標の結果を類推することも可能であると

考えている。また、ノードやリンクの追加 /削除など他の種類

のエラーの影響の解析や、複数の種類のエラーが同時に発生し
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た場合の解析も重要な今後の課題である。
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