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超平面による非有界凸胞分割アルゴリズム
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あらまし 我々は、凸胞複体として空間物を扱う空間データベースシステムであるHawk Eye を開発してきた。凸胞

複体を構成する凸胞とは、ユークリッド空間上の線形制約式を満足する点集合である。Hawk Eyeでは、凸胞を表す

線形制約式をデータベースに格納しておき、空間演算を行なう際には線形制約式から接続グラフに変換し、それを利

用する。我々は、線形制約式表現から接続グラフ表現に変換する方法を考案したが、この過程において、非有界凸胞

を超平面で分割する処理が必要であったので、このアルゴリズムを開発した。有界凸胞のみを対象とする既存の凸胞

分割アルゴリズムは、凸胞と超平面が交差するか否かを、より次元の低い凸胞である、フェイスと超平面の位置関係

のみから判定し、最終的に有界凸胞の頂点と超平面の位置関係を求めることに帰着している。非有界凸胞では、超平

面と交差するか否かを、そのフェイスと超平面の位置関係のみを利用するだけでは正しく判定できない場合があるた

め、既存の方法では、正しく分割することができなかった。そこで、フェイスと超平面の位置関係のみでは正しく交

差判定ができない非有界凸胞については、その線形制約式をも利用することで正しく交差判定を行なうアルゴリズム

を考案し、実装を行なった。本論文では、本アルゴリズムの詳細と、それが正しく動作することを説明する。
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Abstract We have developed a spatial database system called Hawk Eye in which a spatial object is defined

as a cell complex. A cell complex consists of cells which are sets of points in Euclidean space satisfying a linear

constraint. In Hawk Eye, a cell is stored in the database as the linear constraint defining it, on the other hand, it

is represented by its incidence graph when applying a spatial operation. So, we designed a procedure which convert

the linear constraint to the incidence graph. And as splitting of an unbounded cell with a hyperplane is needed,

so, we made the presented algorithm. Existing algorithm which splits only bounded cells decides if the hyperplane

intersects the bounded cell by using only the topological relationship of the hyperplane and the boundaries of the

cell. And as all bounded cells have vertexes, whether a hyperplane intersects a bounded cell can be get only by the

topological relationships of the vertexes. Some unbounded cells cannot be decided correctly whether it intersects the

hyperplane only using its boundaries. So, an algorithm which decides if a cell intersects the hyperplane correctly for

all unbounded cells is presented in this paper. The presented algorithm make use of the linear constraint defining

the cell in addition to the topological relationships of the boundaries if needed.

Key words unbounded cell, incidence graph, hyperplane

1. は じ め に

我々は任意次元の空間物を扱うことが可能な、Hawk Eyeと

いう空間データベースシステムを開発してきた。このシステム

において、空間物は凸胞複体 (cell complex)として扱われる。

凸胞複体は、次元の異なる種々の物体から構成されるような空

間物を表現する際によく用いられるものであり [8]、任意の次元

の空間物を一様に表現することができるという良さがある。
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凸胞複体は凸胞 (cell) の集合であり、凸胞とは、有限個の

線形制約項の連言として定義される線形制約式を満足する点

集合である (3. 章で詳しく述べる)。Hawk Eye では、凸胞を

表現する線形制約式をデータベースに保存している。そして、

intersection や difference などの空間演算を行なう際には、凸

胞の線形制約式から接続グラフを作成し、これを利用する (接

続グラフとは、有界、非有界を含む一般の凸胞を表現できる構

造である。詳細については 3.章で説明する)。現在、Hawk Eye

で扱う空間物は有界なものだけであるので、我々は有界凸胞の

線形制約式からその接続グラフを作成する方法を考案した [4]。

この方法では、最終的に得られるのは有界凸胞の接続グラフで

あるが、その過程で、接続グラフ表現された非有界凸胞を超平

面で分割する処理が必要となる。凸胞を超平面で分割するとい

うのは、接続グラフで表現された凸胞と超平面の式が与えられ

た時、その超平面により定まる 2つの閉半空間それぞれと凸胞

の共通部分として定義される、2つの凸胞の接続グラフを求め

ることである。そこで、有界、非有界を含む一般的な凸胞を超

平面で分割するアルゴリズムを提案した [5]。

有界凸胞に限り、凸胞を超平面で分割するアルゴリズムが [1]

で提案されている。このアルゴリズムでは、まず与えられた凸

胞と超平面が交わるか否かを判定するが、これを、より低次元

の凸胞であるフェイスと超平面の位置関係のみから判定してい

る。有界凸胞の性質により、これは最終的に、容易に計算でき

る、0次元凸胞 (点)と超平面の位置判定に帰着される。

非有界な凸胞が超平面と交わるか否かを求める時、その境界

凸胞と超平面の位置関係のみからは判定できない場合がある。

そこで、そのような非有界凸胞については、境界凸胞だけでな

く、凸胞の線形制約式も利用するようにした。また、境界を持

たない凸胞もあるので、その場合は線形制約式のみから判定

する。

本論文では、凸胞分割アルゴリズムについて、その詳細と正

しく動作することの説明を行なう。

2. 関 連 研 究

凸胞を超平面で分割する問題においては、凸胞と超平面が交

差するか否かを調べる必要がある。凸胞は線形制約式を満足す

る点集合と定義されるので、これは、線形制約式と超平面を定

義する制約等式が与えられたとき、それらを同時に満足する解

の存在判定となり、線形計画問題の一種である [9]。

Chandrajit らによって提案された有界凸胞を超平面により

分割するアルゴリズム [1] は、接続グラフ表現された凸胞と超

平面の式を受け取り、その超平面により定まる 2つの閉半空間

それぞれと、凸胞の共通部分として定義される、2つの凸胞の

接続グラフを求めるものである。このアルゴリズムにおいて、

凸胞が超平面と交差するか否かの判定が行なわれているが、凸

胞の線形制約式と超平面の式を直接解くのではなく、凸胞の境

界が超平面に対してどのような位置関係にあるかということを

利用している。

凸胞は、その境界と超平面の位置関係により、その凸胞と超

平面が交差するか否かを調べられる場合がある。そして特に有
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図 1 非有界凸胞とその接続グラフ

界凸胞に限定した場合、その凸胞の境界と超平面がどのような

位置関係にあるかを調べるだけで、その有界凸胞が超平面と交

差するか否かを求めることができるという性質がある。また、

有界凸胞は、必ず頂点を持つという性質も持つ。これらの性質

により、有界凸胞が超平面と交差するか否かの判定は、最終的

に有界凸胞の頂点と超平面の位置関係の判定に帰着される。そ

して、これは容易に計算できる。[1]で提案されているアルゴリ

ズムは、有界凸胞のこの性質を利用して、凸胞の超平面による

分割を行なっている。

一方、非有界凸胞は、その境界と超平面の位置関係だけでは、

凸胞が超平面と交差するか否かを求められない場合がある。ま

た、非有界凸胞は、頂点を持つとは限らない。このため、[1]の

アルゴリズムは、非有界凸胞の超平面による分割問題には適用

できない。

3. 凸胞および接続グラフ

凸胞は、線形制約式を満足する点の集合であり、種々の次元

の凸な空間物（点、線分、ポリゴンなど）を一般化した概念で

ある。(このような点集合は polyhedron、H-polyhedron、cell

と表記されることもあるが、本論文においては、凸胞と表記す

る。) 我々は、有界凸胞に限定せず、非有界凸胞も含めた凸胞

でを分割する凸胞分割アルゴリズムを開発した。凸胞を定義す

る線形制約式は、0個以上の線形制約項の連言であり、線形制

約項は、制約等式あるいは制約不等式のいずれかである。以下、

本論文で扱う線形制約式及び線形制約項の定義を説明する。

本論文では、d次元ユークリッド空間をE
dで表記し、点や凸胞

などの空間物はこの中に存在するものとする。以下、E
d中の任意

の点 pは、d個の座標値 (x1, x2, · · · , xd)を持つ。θjを比較演算子

<=あるいは>=あるいは=とし、d+1個の係数aji (1 <= i <= d+1)

により線形式 fj(p) = aj1x1 + aj2x2 + · · · + ajdxd + ajd+1 を

定めたとき、線形制約項 φj(p) は fj(p)θj0 と表記される。但

し、d 個の係数 aji (1 <= i <= d)のうち少なくとも一つは 0 で

ないものとする。また、fj(p) <= 0 と fj(p) >= 0 は制約不等式、

fj(p) = 0は制約等式である。

凸胞 σは、いくつかの線形制約項の連言を満たす点集合とし

て次のように定義される。
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σ = {p ∈ E
d|φ1(p) ∧ φ2(p) ∧ · · · ∧ φn(p)}

計算幾何学では、凸胞を上記のようにユークリッド空間中の線

形制約式で定義せず、抽象凸胞 (abstract cell)として定義する

場合もあるが、本論文では上記のように定義する。凸胞を定義

する線形制約項 φj(p)が次を満たすとき、φj(p)は冗長な線形

制約項である。

σ = {p ∈ E
d|φ1(p) ∧ · · · ∧ φj(p) ∧ · · · ∧ φn(p)}

= {p ∈ E
d|φ1(p) ∧ · · · ∧ φj−1(p) ∧ φj+1(p) ∧ · · · ∧ φn(p)}

凸胞 σ が、冗長な線形制約式の項を含まない、次のような線形

制約式 Φ(p)で定義されるとする。

Φ(p) = φ1(p) ∧ φ2(p) ∧ · · · ∧ φn(p)

制約等式はm個、制約不等式は n − m個

この時、凸胞 σ の次元は、d − mである。0次元の凸胞は点で

あり、1次元の凸胞は線である。凸胞中に任意の異なる二点を

とったとき、それらを結ぶ線分上の点は凸胞に含まれるという

性質をもつ。凸胞には、有界凸胞と非有界凸胞がある。凸胞 σ

の中に任意の異なる二点をとった時、それらの距離より大きい

実数 rが存在するとき σ は有界凸胞である。そうでなければ σ

は非有界凸胞である。

凸胞 σΦ の線形制約式を Φ(p) とする。Φ(p) の 0 個以上の

制約不等式を制約等式に置き換えた線形制約式を Φ′(p) とす

る。この時、次のように定義される凸胞 σ′

Φ は σΦ のフェイス

である。

σ
′

Φ = {p ∈ E
d|Φ′(p)} |= ∅

Φ′(p)が、Φ(p)の 1個の制約不等式を置き換えて作成される線

形制約式である時、σ′

Φ を σΦ の直接フェイスという。定義よ

り、σ′

Φ の次元は σΦ の次元より 1小さい。

凸胞の集合 F は、次の条件を満たす時、凸胞複体である。

• σ ∈ F の時、σ の任意のフェイス σ′ について、σ′ ∈ F

が成り立つ

• 任意の 2つの凸胞 σ1, σ2 ∈ F について、σ1 ∩ σ2 |= ∅ な

らば、σ1 ∩σ2 は σ1 のフェイスであり、σ2 のフェイスでもある

凸胞複体の接続グラフは次のように定義される。

• 任意の節は、凸胞複体 Γの要素である任意の凸胞と対応

する

• もし σΦ1
が σΦ2

の直接フェイスならば、σΦ1
に対応す

る節と σΦ2
に対応する節の間には、枝が張られる

E
d 中の超平面 hj は、制約等式を満足する点集合として、次

のように定義される。

hj = {p ∈ E
d|fj(p) = 0}

任意の超平面 hj と点 pは、必ず以下の 3つのいずれかが成り

立つ。
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図 2 超平面に対する凸胞の位置

表 1 有界 k 次元フェイス σk と σk のフェイスの関係

有界 k 次元フェイス　 σ
k

内部で交わる 含まれ

る

表側 裏側

σ
k の フ

ェイス
内部で交わるものが

ある、又は内部で交

わるものがなく表側

と裏側が両方ある

全てが

含まれ

る

全て表側、

又は表側が

あり他は含

まれる

全て裏側、

又は裏側が

あり他は含

まれる

P = {p0, p1, · · · , pk}を、E
d 中の有限個の点集合とする。次

のように定義される点 p を P の affine combination である

という [2]。

x =

k∑

i=0

λipi

k∑

i=0

λi = 1

全てのP の affine combinationの集合は affine hull、affP

と呼ばれる。P に含まれる全ての点 pi が、P − {pi} の

affine combination で表現できない時、P はアフィン独立

であるという。

4. 超平面による凸胞分割

4. 1 超平面に対する凸胞の位置

超平面に対する凸胞の位置は、次の４つに分類できる (図 2)。

• 凸胞は超平面と内部で交わる
∃p1 ∈ σfj(p1) > 0 ∧∃ p2 ∈ σfj(p2) < 0 ∧∃ p3 ∈ σfj(p3) = 0

• 凸胞は超平面に含まれる
∀p1 ∈ σfj(p1) = 0

• 凸胞は超平面の表側にある
∀p1 ∈ σfj(p1) >= 0 ∧∃ p2 ∈ σfj(p2) > 0

• 凸胞は超平面の裏側にある
∀p1 ∈ σfj(p1) <= 0 ∧∃ p2 ∈ σfj(p2) < 0

4. 2 凸胞の性質

s次元の凸胞のフェイスは、0次元から s次元までの凸胞で

ある。任意の凸胞は、超平面に対して内部で交わる、含まれる、
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表 2 k 次元フェイス σk と σk のフェイスの関係

k 次元フェイス σk が h に対してある位置関係にある時、σ の

フェイスは h に対してとり得る位置関係は限定的になる

k 次元フェイス　 σk

内部で交わ

る

含まれる 表側 裏側

σk の フ

ェイス
全てが含まれる 全て裏側に

ない

全て表側に

ない

表側にある、裏側にある、のいずれかである。ある凸胞 σ の任

意の有界 k次元フェイス σk (0 <= k <= s) がこの４つのある関

係にあるとき、σk のフェイスのとり得る位置は表 1 のように

限定的になる。非有界も含む一般の k 次元フェイスの場合は、

表 2を満足する。

任意の 0次元凸胞は、任意の超平面に対して表側にある、裏

側にある、含まれる、のいずれかを満足する。

任意の有界 k次元凸胞 σk (1 <= k <= d)の、全ての 0次元フェ

イス集合を F 0 とする。

［性質 4.1］ F 0 の全要素について、超平面 hとの位置関係が分

かっていれば、有界 k 次元凸胞 σk と hとの位置関係が分かる

具体的には、有界 k 次元凸胞 σk と h は、次のようになる。

σk は含まれる 全 0次元フェイスが含まれる

σk は表側にある 全 0次元フェイスが表側である、又は表

側の 0次元フェイスがあり、それ以外は

全て含まれる

σk は裏側にある 全 0次元フェイスが裏側である、又は裏

側の 0次元フェイスがあり、それ以外は

は含まれる

σk は内部で交わる 表側と裏側の 0次元フェイスがある

任意の有界 k 次元凸胞 σk (1 <= k <= d)の、全ての k − 1次

元フェイス集合を F k−1 とする。

［性質 4.2］ F k−1 の全要素について、超平面 h との位置関係

が分かっていれば、有界 k 次元凸胞 σk と hとの位置関係が分

かる

具体的には、有界 k 次元凸胞 σk と h は、次のようになる。

σk は含まれる 全ての k − 1次元フェイスが含まれる

σk は表側にある 全 k − 1次元フェイスが表側である、又

は表側の k − 1次元フェイスがあり、そ

れ以外は含まれる

σk は裏側にある 全 k − 1次元フェイスが裏側である、又

は裏側の k − 1次元フェイスがあり、そ

れ以外は含まれる

σk は内部で交わる 内部で交わる k − 1次元フェイスがある

表側と裏側の k − 1次元フェイスがある

接続グラフでは、k 次元凸胞とその k − 1次元フェイスが枝

でつながっている。Chandrajit らは、この接続グラフ性質と、

性質 4.2を利用して、有界凸胞の超平面による凸胞分割アルゴ

リズムを実装している。

制約等式 f(p) = 0を満足する点集合である超平面と、m次

元アフィン部分空間は、次を満足する。

［補題 4.1］ k 次元アフィン部分空間 S と超平面 hが与えられ

たとき、S に含まれる任意のアフィン独立な k + 1 個の点集

合 {p1, · · · , pk+1}により、S と hの位置関係は次のようになる

f(p1) = · · · = f(pk+1) = 0 ならば S は h に含まれる

f(p1) = · · · = f(pk+1) > 0 ならば S は h の表側にある

f(p1) = · · · = f(pk+1) < 0 ならば S は h の裏側にある
∃pi1 ,

∃ pi2 ∈ {p1, · · · , pk+1} f(pi1) |= f(pi2) ならば S は

h と内部で交わる

アフィン部分空間は、有限個の点の集合の affine hullとして

表される。よって S に含まれる任意の点 p0 は次のように表さ

れる。

p0 = λ1p1 + λ2p2 + · · · + λk+1pk+1 Σk+1

i−1 λi = 1

g(p) = f(p) − ad+1 とするとき、次が成り立つ。

g(p0) = g(λ1p1 + λ2p2 + · · · + λk+1pk+1)

= λ1g(p1) + λ2g(p2) + · · · + λk+1g(pk+1)

よって f(p0) は次のように表される。

f(p0) = g(p0) + ad+1

= λ1g(p1) + λ2g(p2) + · · · + λk+1g(pk+1) + ad+1

一方、f(p1) = · · · = f(pk+1)のとき、g(p1) = · · · = g(pk+1) =

0であるので、f(p1) = · · · = f(pk+1) = ad+1 である。よって、

次が成り立つ。

f(p1) = · · · = f(pk+1) = ad+1 = 0ならば、f(p0)は次のように

なる。f(p0) = λ1g(p1)+λ2g(p2)+· · ·+λk+1g(pk+1)+ad+1 =

0. このとき、S は h に含まれる。

f(p1) = · · · = f(pk+1) = ad+1 > 0ならば、f(p0)は次のように

なる。f(p0) = λ1g(p1)+λ2g(p2)+· · ·+λk+1g(pk+1)+ad+1 >

0. このとき、S は h の表側にある。
∃pi1 ,

∃ pi2 ∈ {p1, · · · , pk+1} f(pi1) |= f(pi2) ならば、f(p0) > 0

又は f(p0) = 0 又は f(p0) < 0 となり、S は h と内部で交わ

る。2

直接フェイスを 2個以上持つ凸胞について、次が成り立つ。

［補題 4.2］ σkが 2つ以上の直接フェイスを持つ場合、∀p0 ∈ σk

について、σk の 2 つの直接フェイス上の点をそれぞれ端点と

し、p0 を含む線分が存在する。

σk の線形制約式の制約不等式のうち、φj1 (p), φj2 (p) を、それ

ぞれ制約等式にして定義される直接フェイスを σk−1

1 , σk−1

2

とする。σk−1

1 , σk−1

2 を含む k − 1 次元アフィン部分空間

をそれぞれ Sk−1

1 , Sk−1

2 とし、その上にある任意のアフィ
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ン独立な点集合をそれぞれ {q11
, · · · , qk1}, {q12

, · · · , qk2} と

する。σk の線形制約式の項 fj(p)θj0 (1 <= j <= n) につ

いて、gj(p) = fj(p) − ajd+1 を定める。|q1| = 1 かつ

g1(q1) = 0 ∧ · · · ∧ gj1 (q1) > 0 ∧ · · · ∧ gn(q1) = 0 かつ

(q11
−qk1

)•q1 = 0∧· · ·∧(qk−11
−qk1

)•q1 = 0を満たす q1、及

び |q2| = 1かつ g1(q2) = 0∧· · ·∧gj1 (q2) > 0∧· · ·∧gn(q2) = 0

かつ (q12
− qk2

)• q2 = 0∧ · · ·∧ (qk−12
− qk2

)• q2 = 0 を満たす

q2 について、q = q1 − q2 とする。このとき、p0 + λq (λ ∈ R)

で定まる直線は、Sk−1

1 , Sk−1

2 と交点 p1, p2 を持つ。p1, p2 が

σk−1

1 , σk−1

2 上の点であれば、p0 は線分 p1p2 上にある。p1 が

σk−1

1 上の点でなければ、線分 p0p1 上にある直接フェイス上の

点 p′

1 が存在し、p0 は、線分 p′

1p2 上にある。2

5. 凸胞分割アルゴリズム

凸胞分割アルゴリズムは、3. 章で説明した接続グラフによ

り表現された凸胞 σ と超平面 h の式 f(p) を入力とし、凸胞

σ ∩{p|f(p) >= 0} 及び σ∩{p|f(p) <= 0} のフェイスで構成され

る凸胞複体の接続グラフである。凸胞が超平面 hと内部で交わ

らない場合は、σ∩{p|f(p) >= 0} = σ かつ σ∩{p|f(p) <= 0} = ∅

、又は σ ∩ {p|f(p) >= 0} = ∅ かつ σ ∩ {p|f(p) <= 0} = σ とな

り、出力の接続グラフは、入力の接続グラフと同じである。

5. 1 凸胞分割アルゴリズムの概要

凸胞分割アルゴリズムは、次の 2段階からなる。

（ 1） 凸胞 σ が超平面 hと内部で交わるか否かを判定

（ 2） σ が hと内部で交わる場合は、凸胞 σ ∩ {p|f(p) >= 0}

及び σ ∩{p|f(p) <= 0} のフェイスで構成される凸胞複体の接続

グラフを作成する

凸胞 σ が超平面と内部で交わるか否かは、σの直接フェイスと

超平面の位置関係を利用して調べる。σ の任意の k 次元フェイ

ス σk と h の位置関係は、σk の直接フェイスと h の位置関係

を利用して調べる。そのアルゴリズムは、次のようになる。

σ の任意の k 次元フェイス σk が直接フェイスを l個 (l >= 2)

持つ場合、σk と hの位置関係を次のように判定する。

• l 個の k − 1 次元フェイスのうち、任意の 2 個が含まれ

るならば、σk は含まれる

• l 個の k − 1 次元フェイスの中に表側のフェイスが 1つ

あり、それ以外が表側または含まれるならば、σk は表側にある

• l この k − 1 次元フェイスの中に裏側のフェイスが 1つ

あり、それ以外が裏側または含まれるならば、σk は裏側にある

• l 個の k − 1 次元フェイスの中に、内部で交わるフェイ

スが 1つあるならば、σk は内部で交わる

• l 個の k − 1 次元フェイスの中に、表側のフェイスと裏

側のフェイスがそれぞれ 1つあるならば、σk は内部で交わる

σ の任意の k 次元フェイス σk が直接フェイスを 1個持つ場

合、σk と hの位置関係を次のように判定する。直接フェイスを

σk−1 とし、p1 を σk−1 上の任意の点とする。σk−1 上のアフィ

ン独立な点集合を {q1, · · · , qk} とする。σk の線形制約式の項

fj(p)θj0 (1 <= j <= n)について、gj(p) = fj(p)−ajd+1とする。

σk の制約不等式 φj(p)を制約等式にした線形制約式で σk−1 が

定義される時、g1(q) = 0∧ · · · ∧ gj(q) > 0∧ · · · ∧ gn(q) = 0 か

つ (q1 − qk) • q = 0∧ · · · ∧ (qk − qk) • q = 0 を満足する qによ

り、q∞ = limλ→∞(p1 + λq) とする。

• σk−1 が含まれ、f(q∞) = 0ならば、σk は含まれる

• σk−1 が表側にあり、f(q∞) > 0 ならば、σk は表側に

ある

• σk−1 が含まれ、f(q∞) > 0ならば、σk は表側にある

• σk−1 が裏側にあり、f(q∞) < 0 ならば、σk は裏側に

ある

• σk−1 が含まれ、f(q∞) < 0ならば、σk は裏側にある

• σk−1 が内部で交わるならば、σk は内部で交わる

• σk−1 が表側にあり、f(q∞) < 0ならば、σk は内部で交

わる

• σk−1 が裏側にあり、f(q∞) > 0ならば、σk は内部で交

わる

σ の任意の k 次元フェイス σk が直接フェイスを持たない場

合、σk と hの位置関係を次のように判定する。σk に含まれる、

任意のアフィン独立な点集合を {q1, · · · , qk+1}とする。

• f(q1) = · · · = f(qk+1) = 0ならば、σk は含まれる

• f(q1) = · · · = f(qk+1) > 0ならば、σk は表側にある

• f(q1) = · · · = f(qk+1) < 0ならば、σk は裏側にある

• ∃qi1 ,∃ qi2 ∈ {q1, · · · , qk+1} f(qi1 ) |= f(qi2 ) ならば、σk

は内部で交わる

5. 2 超平面に対する凸胞の 4種の位置

任意の超平面と凸胞は、4. 1章に示した 4つの位置関係のい

ずれかであることを示す。

［補題 5.1］ p1, p2 ∈ σ f(p1) > 0 f(p2) < 0 とすると、

f(p3) = 0を満たす点 p3(p3 ∈ σ)が存在する。

定義より f(p)は連続関数である。p1, p2 ∈ σ f(p1) > 0 f(p2) <

0とすると、線分 p1p2 の上には、f(p3) = 0を満たす点 p3 が

存在する。線分 p1p2 は σ に含まれるため、p3 も σ に含まれ

る。2

［補題 5.2］ 任意の凸胞 σΦ は、次の 6通りのいずれかである。
∃p ∈ σΦ f(p) > 0 ∧¬(∃p ∈ σΦ f(p) = 0) ∧¬(∃p ∈ σΦ f(p) < 0)

¬(∃p ∈ σΦ f(p) > 0) ∧∃p ∈ σΦ f(p) = 0 ∧¬(∃p ∈ σΦ f(p) < 0)

¬(∃p ∈ σΦ f(p) > 0) ∧¬(∃p ∈ σΦ f(p) = 0) ∧∃p ∈ σΦ f(p) < 0

¬(∃p ∈ σΦ f(p) > 0) ∧∃p ∈ σΦ f(p) = 0 ∧∃p ∈ σΦ f(p) < 0
∃p ∈ σΦ f(p) > 0 ∧∃p ∈ σΦ f(p) = 0 ∧¬(∃p ∈ σΦ f(p) < 0)
∃p ∈ σΦ f(p) > 0 ∧∃p ∈ σΦ f(p) = 0 ∧∃p ∈ σΦ f(p) < 0

任意の点集合 P は、次の 8 通りのいずれかである。
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¬(∃p ∈ P f(p) > 0) ∧¬(∃p ∈ P f(p) = 0) ∧¬(∃p ∈ P f(p) < 0)
∃p ∈ P f(p) > 0 ∧¬(∃p ∈ P f(p) = 0) ∧¬(∃p ∈ P f(p) < 0)

¬(∃p ∈ P f(p) > 0) ∧∃p ∈ P f(p) = 0 ∧¬(∃p ∈ P f(p) < 0)

¬(∃p ∈ P f(p) > 0) ∧¬(∃p ∈ P f(p) = 0) ∧∃p ∈ P f(p) < 0

¬(∃p ∈ P f(p) > 0) ∧∃p ∈ P f(p) = 0 ∧∃p ∈ P f(p) < 0
∃p ∈ P f(p) > 0 ∧¬(∃p ∈ P f(p) = 0) ∧∃p ∈ P f(p) < 0
∃p ∈ P f(p) > 0 ∧∃p ∈ P f(p) = 0 ∧¬(∃p ∈ P f(p) < 0)
∃p ∈ P f(p) > 0 ∧∃p ∈ P f(p) = 0 ∧∃p ∈ P f(p) < 0

このうち、空集合と補題 5.1 で示した集合は凸胞でない。よっ

て任意の凸胞は 6通りのいずれかである。2

5. 3 凸胞が超平面に含まれる

［補題 5.3］ σk を、直接フェイスを l 個 (l >= 2)持つ k 次元凸

胞とする。

σk が超平面 hに含まれる⇔ l個の k − 1次元フェイスのうち、

hに含まれる k − 1次元フェイスが 2個ある

(⇒)

任意の 2個の k− 1次元フェイスを σk−1

1 , σk−1

2 とする。フェイ

スの定義より、∀p1 ∈ σk−1

1 は p1 ∈ σk であるので、f(p1) = 0

である。よって σk−1

1 は超平面 hに含まれる。

(⇐)

2 つの h に含まれる k − 1 次元フェイスを σk−1

1 , σk−1

2 とす

る。σk−1

1 上には、アフィン独立な k 個の点 {p1, · · · , pk}が存

在する。σk−1

1 上に存在せず、σk−1

2 上に存在する任意の点 pk+1

をとると、点集合 {p1, · · · , pk, pk+1} はアフィン独立であり、

f(p1) = · · · = f(pk) = f(pk+1) = 0である。補題 4.1より、ア

フィン独立な点集合 {p1, · · · , pk, pk+1} により定まるアフィン

部分空間 S は、超平面に含まれる。σk は S に含まれるので、

σk も超平面に含まれる。2

［補題 5.4］ σk を、直接フェイスを 1 個持つ k 次元凸胞とす

る。直接フェイスを σk−1 とし、p1 を σk−1 上の任意の点とす

る。q∞ を 5ページのように定める。

σkが超平面 hに含まれる⇔ σk−1が hに含まれて、f(q∞) = 0

(⇒)

フェイスの定義より、∀p ∈ σk−1は p ∈ σkであるので、f(p) = 0

である。よって、σk−1 は hに含まれる。また、q∞ が q∞ ∈ σk

であることが次のように示せる。

fj(q
∞) = limλ→∞fj(p1 + λq)

= limλ→∞{gj(p1) + λgj(q) + ad+1}

= limλ→∞{fj(p1) + λgj(q)}

= limλ→∞λgj(q)

よって σk−1 は超平面に含まれ、f(q∞) = 0である。

(⇐)

σk−1 上には、アフィン独立な k 個の点 {p1, · · · , pk} が存在す

る。このとき、点集合 {p1, · · · , pk, q∞}はアフィン独立であり、

p1

f(p1)=0
f(p2)=0
f(p3)=0

p2
p3

p1

p2

q

f(p1)=0
f(p2)=0
f(q)=0

q1

q2

f(q1)=0
f(q2)=0

q3

f(q3)=0

図 3 凸胞が超平面に含まれる例

f(p1) = · · · = f(pk) = f(q∞) = 0 である。補題 4.1 より、ア

フィン独立な点集合 {p1, · · · , pk, q∞} により定まるアフィン部

分空間 S は、超平面に含まれる。σk は S に含まれるので、σk

も超平面に含まれる。2

［補題 5.5］ σkを、直接フェイスを持たない k次元凸胞とする。

σk に含まれる、任意のアフィン独立な点集合を {q1, · · · , qk+1}

とする。

σk が超平面 hに含まれる⇔ f(q1) = · · · = f(qk+1) = 0

(⇒)

q1, · · · , qk+1 ∈ σk であるので、f(q1) = · · · = f(qk+1) = 0 で

ある。

(⇐)

補題 4.1 より、アフィン独立な点集合 {p1, · · · , pk, pk+1} によ

り定まるアフィン部分空間 S は、超平面に含まれる。σk は S

に含まれるので、σk も超平面に含まれる。2

5. 4 凸胞が超平面の表側にある

［補題 5.6］ σk を、直接フェイスを l個 (l >= 2)持つ k 次元凸

胞とする。

σk が超平面 hの表側にある⇔ l 個の k − 1次元フェイスのう

ち、hの表側のフェイスが 1つあり、それ以外が hの表側、又

は h に含まれる (但し、h に含まれる k − 1次元フェイスは 1

個以下)

(⇒)

任意の k − 1次元フェイスを σk−1 とする。フェイスの定義よ

り、∀p ∈ σk−1 は p ∈ σk であるので、f(p) >= 0である。よっ

て σk−1 は超平面 hに含まれるか、又は hの表側にある。全て

の k − 1次元フェイスが hに含まれると仮定すると、hに含ま

れる σk の直接フェイスが 2個存在するため、σk が hに含まれ

ることになり、矛盾する。よって、少なくとも 1つは hの表側

の直接フェイスが存在する。また同じ理由により、hに含まれ

る直接フェイスの数は 1個以下である。

(⇐)

補題 4.2 より、p0 ∈ σk について、p0 を通り、σk の 2 つの直

接 sフェイス上に端点 p1, p2 を持つ線分が存在する。f(p1) >=

0, f(p2) >= 0より f(p0) >= 0であるので、∀p ∈ σk f(p) >= 0で
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ある。また、p |= p1 かつ p |= p2 について f(p) > 0 であるの

で、∃p ∈ σk f(p) > 0である。よって、∀p ∈ σk f(p) >= 0かつ
∃p ∈ σk f(p) > 0より、σk は超平面 hの表側にある。2

［補題 5.7］ σk を、直接フェイスを 1 個持つ k 次元凸胞とす

る。直接フェイスを σk−1 とし、p1 を σk−1 上の任意の点とす

る。q∞ を 5ページのように定める。

σk が超平面 h の表側にある ⇔ σk−1 が h の表側にあり

f(q∞) > 0、又は σk−1 が hに含まれ f(q∞) > 0

(⇒)

フェイスの定義より、∀p ∈ σk−1は p ∈ σkであるので、f(p) >= 0

である。よって σk−1 は超平面 h に含まれるか、又は h の表

側にあり、f(q∞) >= 0 である。σk−1 が h に含まれる場合、

f(q∞) = 0 と仮定すると、補題 5.4 より、σk が h に含まれ

ることになるので矛盾する。σk−1 が h の表側にある場合、

f(q∞) = 0と仮定すると、半直線 p1q
∞ 上に p ∈ σk f(p) < 0

が存在するので、矛盾する。

(⇐)

p0 ∈ σk について、直線 q∞p0 と σk−1 の交点を p1 とする。こ

のとき、p0 は線分 q∞p1 上にある。f(p1) >= 0, f(p∞) >= 0より

f(p0) >= 0であるので、∀p ∈ σk f(p) >= 0である。また、p |= p1

について f(p) > 0であるので、∃p ∈ σk f(p) > 0である。よっ

て、∀p ∈ σk f(p) >= 0 かつ ∃p ∈ σk f(p) > 0より、σk は超平

面 hの表側にある。2

［補題 5.8］ σkを、直接フェイスを持たない k次元凸胞とする。

σk に含まれる、任意のアフィン独立な点集合を {q1, · · · , qk+1}

とする。

σk が超平面 hの表側にある⇔ f(q1) = · · · = f(qk+1) > 0

(⇒)

σk は、アフィン部分空間である。よって補題 4.1より、σkに含

まれるアフィン独立な点集合 {q1, · · · , qk+1}は、f(q1) = · · · =

f(qk+1) > 0である。

(⇐)

補題 4.1より、アフィン独立な点集合 {q1, · · · , qk+1} により定

まるアフィン部分空間 S は、超平面の表側にある。σk は S で

あるので、σk は超平面の表側にある。2

5. 5 凸胞が超平面と内部で交わる

［補題 5.9］ σk を、直接フェイスを l 個 (l >= 2)持つ k 次元凸

胞とする。

σk が超平面 hと内部で交わる⇔ l個の k − 1次元フェイスの

中に、hと内部で交わるフェイスが 1つある、又は l個の k − 1

次元フェイスの中に、hの表側のフェイスと裏側のフェイスが

それぞれ 1つある

(⇒)

σk の直接フェイス上の点集合を P とする。¬(∃p1 ∈ P f(p1) >

f(p1) � 0
f(p2) � 0

p1

p2

p0

p1 q
p0

f(p1) � 0
f(q) � 0

図 4 凸胞が超平面の表側にある例

0 ∧∃ p2 ∈ P f(p2) < 0) と仮定すると、∀p1 ∈ P f(p1) <=

0 ∨∀ p2 ∈ P f(p2 >= 0) である。これらは、(a) 全ての k − 1

次元フェイスが hに含まれる (b) l 個の k − 1次元フェイスの

中に表側のフェイスが 1 つあり、それ以外が表側又は含まれ

る (c) l 個の k − 1 次元フェイスの中に裏側のフェイスが 1 つ

あり、それ以外が裏側又は含まれるのいずれかであり、補題

5.3、5.6、より σk が h と内部で交わることと矛盾する。よっ

て、∃p1 ∈ P f(p1) > 0 ∧∃ p2 ∈ P f(p2) < 0 である。p1, p2 が

同じ k − 1次元フェイス上にあれば、そのフェイスは hと内部

で交わる。p1, p2 が同じ k − 1次元フェイス上になければ、表

側と裏側のフェイスが存在する。

(⇐)

内部で交わる k − 1 次元フェイスを σk−1

1 とする。この時、

p1 ∈ σk−1

1 f(p1) > 0 と、p2 ∈ σk−1

2 f(p2) < 0 が存在す

る。フェイスの定義より、p1, p2 ∈ σk であり、補題 5.1 より、

p3 ∈ σk f(p3) = 0が存在する。よって、∃p ∈ σk f(p) > 0∧∃p ∈

σk f(p) = 0 ∧∃ p ∈ σk f(p) < 0であるので、σk は hと内部で

交わる。2

［補題 5.10］ σk を、直接フェイスを 1個持つ k 次元凸胞とす

る。直接フェイスを σk−1 とし、p1 を σk−1 上の任意の点とす

る。q∞ を 5ページのように定める。

σk が超平面 h と内部で交わる⇔ σk−1 が h と内部で交わる、

又は σk−1 が h の表側にあり f(q∞) < 0 又は σk−1 が hの裏

側にあり f(q∞) > 0

(⇒)

σk−1 が hに含まれると仮定すると、補題 5.4、5.7より、σk は

hに含まれる、表側にある、裏側にあるのいずれかになり、σk

が hと内部で交わることと矛盾する。σk−1 が hの表側にある

場合、f(q∞) >= 0と仮定すると、補題 5.7 より σk が hの表側

にあることになり、矛盾する。σk−1 が h の裏側にある場合に

ついても同様である。

(⇐)

σk−1 が h と内部で交わる場合は、補題 5.9 と同様にして σk

が hと内部で交わることが示される。σk−1 が hの表側にあり

f(q∞) < 0の場合、p1 ∈ σk−1

1 f(p1) > 0が存在する。フェイス

の定義より、p1 ∈ σkである。また、q∞は、q∞ ∈ σk f(q∞) < 0

— 7 —



図 5 性能テストの結果

を満足する。補題 5.1より、p3 ∈ σk f(p3) = 0が存在する。よっ

て、∃p ∈ σk f(p) > 0 ∧∃ p ∈ σk f(p) = 0 ∧∃ p ∈ σk f(p) < 0

であるので、σk は hと内部で交わる。2

［補題 5.11］ σkを、直接フェイスを持たないk次元凸胞とする。

σk に含まれる、任意のアフィン独立な点集合を {q1, · · · , qk+1}

とする。

σk が 超 平 面 h と 内 部 で 交 わ る ⇔ ∃qi1 ,∃ qi2 ∈

{q1, · · · , qk+1} f(qi1 ) |= f(qi2 )

(⇒)

σk は、アフィン部分空間である。よって補題 4.1 より、σk に

含まれるアフィン独立な点集合 {q1, · · · , qk+1}は、
∃qi1 ,∃ qi2 ∈

{q1, · · · , qk+1} f(qi1 ) |= f(qi2 ) である。

(⇐)

補題 4.1より、アフィン独立な点集合 {q1, · · · , qk+1} により定

まるアフィン部分空間 S は、超平面と内部で交わる。σk は S

であるので、σk は超平面と内部で交わる。2

6. 性 能 評 価

非有界凸胞分割アルゴリズムを実装し，性能テストを行った。

このテストでは、まず d個のランダムに生成された超平面で構

成される d次元非有界凸胞を作成する。これは d個の d − 1次

元フェイスに接続し、0次元フェイスを１つだけ持つ凸胞であ

る。これを、ランダムに発生した超平面で分割する処理をNh

回繰り返す。この分割に要する時間を測定した。

上記のテストを d = 3、1 <= Nh <= 30について行った。結果

を図 5に示す。横軸は、s次元フェイス (0 <= s <= d)の総数で

あり、縦軸は分割に要した時間である。環境は Sun Blade 100、

512MB メモリ、OSは SunOS 5.10である。

7. ま と め

非有界凸胞を超平面で分割するアルゴリズムについて、それ

が正しく動作することを説明した。このアルゴリズムでは、凸

胞が超平面と内部で交わるか否かを、そのフェイスと超平面の

位置関係を利用して求める。凸胞と超平面の位置関係を求める

問題は、その直接フェイスと超平面の位置関係を利用して求め

る。凸胞の直接フェイスが 1個のみの場合は、それに加えて線

形制約式も利用する。これにより、凸胞と超平面の位置関係を

求める問題は、最終的に直接フェイスを持たないような凸胞と

超平面の位置関係を求める問題になる。これは、凸胞の線形制

約式と超平面の式から求める。
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