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共通構造の数え上げによる半構造データカーネルの設計
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あらまし 機械学習の手法としてカーネル法が広く用いられるようになり、半構造データや構文木、RNAの二次構造

などの木構造を対象としたカーネル関数が数多く提案されている。鹿島らは、畳み込みカーネルと呼ばれる木カーネ

ルの設計において、木の部分構造を取り出す際の規則をどこまで緩めることができるかという問題に取り組み既存の

木カーネルの拡張を行った。本研究では、鹿島らによる木カーネルが、木写像と呼ばれる木の共通部分パタンを表す

構造の数え上げになっていることを示し、木カーネルを統一的に記述・設計するための一般的な枠組みを示す。この

枠組みのもとで、鹿島らによる既存の木カーネルを拡張し、より柔軟に部分構造を数え上げることができる木カーネ

ルを提案する。また、木写像の数え上げ関数が理論的にも正しいカーネル関数となっていることを実際に特徴空間を

示すことにより証明し、提案したカーネル関数の性質を明らかにする。
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Abstract A number of kernel functions for tree structures have been proposed for machine learning on semistruc-

tured data, parsing trees, RNA secondary structures, and so on. Kashima et al. have addressed a problem of relaxing

a restriction in extracting substructures from trees for designing a more general tree kernels than previously pro-

posed ones. In this paper, we extend the tree kernels due to Kashima et al., and propose a general framework

for designing tree kernels based on convolution kernels. This framework formulates the designing problem of tree

kernels as the counting problem of tree mappings between two trees. By using our framework, we propose several

new tree kernels according to the class hierarchy of tree mappings. Moreover, we reveal the feature spaces of these

kernels.
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1. は じ め に

インターネット上の HTML 文書や、XML に基づくデータ

の増大によって、これらのいわゆる半構造データから、必要な

情報を効率よく獲得するための手法の重要性が増している。半

構造データは、木構造データとして捉えることができ、自然言

語解析における構文解析木、バイオインフォマティクスにおけ

る進化系統樹、RNAの二次構造、糖鎖の分岐構造などととも

に、木構造を対象としたアルゴリズムを用いた比較や機械学習

の手法が広く研究されている。

一方で、機械学習の手法として、1990年代後半からカーネル

法が脚光を浴びるようになった。カーネル法は、学習タスクを

受け持つカーネルマシンと、入力データをカーネルマシンが扱

うことのできる特徴空間へ埋め込むためのカーネル関数から構

成される。代表的なカーネルマシンであるサポートベクターマ

シンは、次元に依存しない汎化性能が理論的、実験的に示され

ている。

カーネル関数は、2つの特徴ベクトルの内積であり、内積さ

え何らかの方法で計算することができれば、明示的に対象デー

タの特徴ベクトルを構成することなく高次元の特徴ベクトルを

扱うことが可能になる。また、2つのデータの類似度を計算す

る適当な関数が、ある条件 (半正定値性)を満たすときには、そ

の関数をカーネル関数として用いることができる。しかし、こ

の条件は、どのようなデータ集合であっても線形空間に埋め込

めることを保証しているにすぎず、学習器としてのカーネル法

の性能を保証するものではない。

カーネル関数の設計については、これまでに様々な方法が提

案されてきた。木構造やグラフ構造をはじめとする離散的な構

造をカーネル法によって扱うための一般的な枠組みとしては、

畳み込みカーネル (convolution kernel) [1]が最もよく知られて

いる。構造を持ったデータの特徴は、その部分構造が担ってい

るとする考えに基づき、構造データ間の類似性を、その部分構

造間の類似性として再帰的に定義する方法である。

サポートベクターマシンに代表されるカーネルマシンの優れ

た性能と、一般的なカーネル関数設計の枠組みによって、様々

なデータを対象とした学習器を比較的容易に設計できる道が開

けた。このため、配列カーネル、木カーネル、グラフカーネル

など、離散構造に対しても様々なカーネル関数が提案されてい

る [2]。このようなカーネル関数の設計ブームも、基本的な構造

に対するカーネル関数の提案が出尽くし、ようやく落ち着きを

みせてきた観がある。これまでに提案されてきた畳み込みカー

ネルに基づくカーネル関数の中には、背後にある特徴空間の意

味をよく考えずに設計されてきたものも散見される。設計した

カーネル関数の実効性は、つまるところその対象とする問題へ

の性能評価によって示すしかないが、よりよいカーネル関数設

計のためには、その背後にある意味を正しく理解することが不

可欠である。

木の比較や照合のアルゴリズムにおいては、木構造間の距離

を測るための最も一般的な方法として木の編集距離が知られて

いる。木の編集距離は、木写像(tree mapping) という構造の

最適化問題として定式化できる [3], [4]。木写像は 2つの木構造

間の照合パタンを表現するための構造であり、対象とする問題

の性質に応じて様々なクラスが提案されている。また、木写像

のクラスは木の編集距離の計算量と密接な関係があることがわ

かっており、木写像のクラスの些細な違いが、木の比較の意味

や計算量に大きな影響を及ぼすため、効率を考える上でも重要

な概念である。

本稿では、次の 3つの結果を示す。

• 2つの木の間に存在する木写像の数を、既知のさまざま

なクラスの木写像に対して数え上げることができるような一般

的なアルゴリズムを示す。

• 提案したさまざまな木写像のクラスに対する数え上げ関

数が、カーネル関数としての条件を満たしていることを、実際

の特徴空間を示すことにより証明する。

• このようにして得られた木カーネルが、鹿島らによる既

存研究 [5], [6]の拡張になっていることを示す。

2. 木 構 造

本稿では、ノードにラベルがあり、かつ子ノード間に順序の

ある根つき木を対象とし、これを木と呼ぶ。木 T のすべての

ノードからなる集合を V (T ) で表す。また、ノード x と、その

祖先 y との関係を、x <= y と表記する (ノード x 自身も x の祖

先であることに注意)。とくに、x < y のとき、y を真の祖先と

いう。ラベル空間を Σ とし、木の各ノードにラベルを割り当て

る関数を ℓ とする。木 T の根ノードを root(T )、ノード x の

子ノードの集合を ch(x)、木 T に含まれるノード x について、

x を祖先とするすべてのノードを含む部分木を T (x) とそれぞ

れ表記する。

木 T に含まれるノードの数を、木の大きさと定義し、|T | で
表す。

木 T とそのノード集合 V ′⊂
=V (T ) が与えられたとき、V ′ の

すべての要素の祖先であるようなノードを V ′ の共通祖先とい

う。V ′ の共通祖先の中で最も葉に近い位置にあるノードを、

lca(V ′) と表記する。また、x‘y により、lca({x, y}) を表す。
本稿では木の記述に次のような表現を用いる。木を根ノード

と互いに素な木の順序列によって表記する。このような木の順

序列を森 (forest)といい、次のように再帰的に定義する。

（ 1） T が木であるとき、(T ) は森である。

（ 2） T が木、F が森であるとき、(T ◦ F ) は森である。

よって、木の列 T1, . . . , Tn から構成される森は、F = (T1 ◦
(T2 ◦ (T3 ◦ · · · ◦ (Tn)))) と表すことができる ( 以後、簡単のた

めに括弧を省略する)。このとき、F =
‘n

i=1 Ti という表記も

用いる。空の森は ∅ で表す。また、森 F を構成する各木の根

ノードの直上の親となるように新たに根ノード v を加えること

によってできる木を v(F ) と表記する。2 つの森 F1 と F2 の

木の列を順序を保ったまま結合して得られる森を F1 • F2 と表

記する。

3. 木の編集距離と木写像

2つの木構造間の照合の構造をあらわすために、木写像とい
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図 1 木 写 像

う概念を用いる。木写像とは、2つの木構造間のノード間の対

応関係を表す集合である。

3. 1 Tai 写 像

まず、木写像の中でもっとも一般的な Tai写像の定義を示す。

Tai写像は、2つの木の部分ノード集合を考えたとき、ノード

間で先祖・祖先、左右の関係が保たれているようなノードの一

対一対応を表す構造である。

定義 1 (Tai 1979 [3]). 木 T1 から T2 への Tai写像 M とは、

次の条件を満たす V (T1) × V (T2) の部分集合である。任意の

ノード対 (x1, x2), (y1, y2) ∈ M について、

（ 1） x1 <= y1 ⇔ x2 <= y2,

（ 2） x1 は y1の左側⇔ x2 は y2 の左側。

ここで、ノード x がノード y の左側であるとは、ノード

z = x‘y が、x と y の真の祖先であり、z から x へのパス上

にある z の子ノードが、y へのパス上にある z の子ノードの左

側にあることを意味するものとする。

3. 2 木写像の最適化問題としての木の編集距離

木の編集距離は、2つの木の間の距離 (似ていない度合い)を

表す尺度としてもっともよく使われている概念であり、ノード

の削除、挿入、ラベルの書き換えの 3 つの編集操作によって、1

つの木をもう一方の木に変換するための編集コストとして定義

されている。各編集コストを 1としたときの木の編集距離は、

Tai写像の概念を用いて、下記のように表現することができる。

木 T1 から木 T2 への Tai 写像 M について、VD =

V (T1) \ {x|(x, y) ∈ M}、VI = V (T2) \ {y|(x, y) ∈ M} と
おく。Tai写像 M のコスト d(M) を次のように定義する。

d(M) =
X

(x,y)∈M

(1 − δ(ℓ(x), ℓ(y))) + |VD| + |VI |

ここで、δ(x, y)はKroneckerのデルタとする。更に、M(T1, T2)

を、木 T1 から T2 への全ての可能な木写像の集合とすると、T1

と T2 の編集距離は、次のように表すことができる。

D(T1, T2) = min
M∈M(T1,T2)

{d(M)}

つまり、木の編集距離は、M(T1, T2)の中から最小コストの木

写像を見つける最適化問題である。

3. 3 木写像のクラス階層

これまでに、編集操作 (ノードの削除、挿入、ラベルの書き

換え)の実行に制約を設けることで、特定の領域への適用や計

算量の抑制を可能とする種々の編集距離が提案されている。こ

れらの編集距離は、M(T1, T2)の定義を狭めることにより、Tai

写像の場合と同じ式で定義することができる。各々の編集距離

に対応するM(T1, T2)の定義は、Tai写像の集合の部分集合と

なる木写像のクラスを定めるが、その多くは融合可能写像、分

離写像、位相保存写像、部分木同型写像のクラスのいずれかに

帰着されることが知られている [4]。以下では、Tai写像M の

任意の要素 (x1, x2), (y1, y2), (z1, z2) ∈ M に対して成り立つべ

き性質として、これらの木写像のクラスを定義する。また、図 1

でそれぞれの木写像クラスのイメージを図示するが、木 T1 と

T2 間の木写像によるノードの対応を破線、木写像に関わる木

の構造を太線、木写像に含まれるノードを黒丸で表す。

表 1 木写像の最適化問題の時間計算量

木写像 順序付き木 順序無し木

Tai O(n3 log n) MAX-SNP 困難

融合可能 O(n2d2) MAX-SNP 困難

分離 O(n2) O(n22d log2 2d)

位相保存 O(n2) O(n22d log2 2d)

部分木同型 O(n2) O(n2.5/ log n)



b ) 融合可能写像 [4]

x1 ‘y1 < x1 ‘z1 ⇒ y2 ‘z2 = x2 ‘z2
（注1）

それぞれの木の先祖子孫の関係や左右を保ったまま、木写像に含まれ

るノード対を重ね合わせて、1 つの木に融合するための必要十分条件

を与える木写像のクラス。

c ) 分離写像 [7]（注2）

z1 < x1 ‘y1 ⇔ z2 < x2 ‘y2

互いに素な木同士を比較して得られる木写像のクラスであり、この制

約によって、最適化問題の時間計算量は、文字列と同等になる。

d ) 位相保存写像 [8]（注3）

x1 ‘y1 = x1 ‘z1 ⇔ x2 ‘y2 = x2 ‘z2

図 1(d) からもわかるように、木の位相構造が保存されるような木写

像のクラスである。

e ) 部分木同型写像

任意の (x1 ‘y1, x2 ‘y2) ∈ M について、

∀w1∃w2[x1 < w1 < y1 ⇒ (w1, w2) ∈ M ]

∀w2∃w1[x2 < w2 < y2 ⇒ (w1, w2) ∈ M ]

木の部分同型の成す木写像のクラスである。

これらの木写像が成す構造 (図 1においては、太線の成すグ

ラフ構造)は、部分木同型写像を除いて、一般に木構造のみで

なく、森となる。

木写像のクラスは、図 1(f)に示すような階層関係が成り立つ。

表 1にクラス階層と木の編集距離としての最適化問題の時間

計算量の関係を示す。ここで、n は木のノード数、d は 2つの

木の中で最大の子供の数を表す。子ノードに順番がない順序無

し木の計算量では、融合可能写像と分離写像の間に大きな溝が

あることがわかる。

3. 4 畳み込みカーネルに基づく木カーネル

Haussler は、離散構造をもったデータは、その構造の部分構

造により再帰的に特徴付けられるという考えに基づき、離散構

造に対するカーネル関数設計の一般的な枠組みである畳み込み

カーネルを提案した [1]。畳み込みカーネルは、2つの構造デー

タ T1 と T2 が与えられたとき、

K(T1, T2) =
X

t1⊂=T1

X

t2⊂=T2

Kt(t1, t2) (1)

と定義される。ここで、t⊂=T は、t が、T の部分構造であるこ

とをあらわし、Kt は、2つの部分構造の間に定義されるカーネ

ル関数であるとする。

Collins と Duffy は、構文解析木間の畳み込みカーネルを設

計した [9]。Colllins等のカーネルでは、部分構造を取り出す時

に、子ノードから順に、かつ、左側から順に取り出さなければ

ならいという厳しい規則を設けていた。即ち、x ∈ t j T に

おいて、xの子孫を部分構造 tに含めるのならば子ノードから

順に、また、子ノードを含めるのならば最も左側 (長子) から

（注1）：alignable-mapping, less constrained mapping と等価

（注2）：isolated-subtree mapping, constrained mapping, structure-

preserving mapping, structure-respecting mapping と等価。

（注3）：more constrained mapping と等価。

v1� � �| {z }F1 � � �| {z }F 01 () v2� � �| {z }F2 � � �| {z }F 02
図 2 Tai 写像数え上げのための森の構造分解

順にとられなければならないとしていた。これに対し、鹿島ら

は、部分構造を取り出す際の規則をどこまで緩めることがで

きるかという問題に取り組み、部分木同型写像、及び、位相保

存写像によって定められる部分構造まで緩和できることを示し

た [5], [6]。即ち、鹿島等は、木 t1, t2 に対して、KT(t1, t2)を、

(root(t1), root(t2)) ∈ M を満足する部分木同型写像、或いは、

位相保存写像の総数と定義する時、下式で定義されるカーネル

関数が再帰式で表現され、従って、動的プログラミングにより

効率的に評価することができることを示した。

K∗(T1, T2) =
X

v1∈V (T1)

X

v2∈V (T2)

KT(T1(v1), T2(v2))

一方、本論文では、鹿島等の結果を、以下の 2方向で拡張する。

（ 1） 位相保存写像の制約を更に緩め、現在知られているよ

り広い写像クラスである、分離写像、融合可能写像、及び、Tai

写像全てにおいても、カーネル関数を再帰式により表現できる

ことを示す。

（ 2） KT(t1, t2)において、根ノード同士を対応付けるとい

う制約を緩和し、木写像 (部分木同型、位相同型、分離、融合

可能、Tai)の像の共通祖先がそれぞれ t1 及び t2 の根ノードと

一致するという制約に緩和する（注4）。

4. 木写像の数え上げ

この節では、木写像として Tai写像、融合可能写像、分離写

像、位相保存写像、部分木同型写像の 5つを取り上げ、それぞ

れの木写像の数え上げ関数 (K(T1, T2)) を再帰式で表現する。

但し、数え上げにおいて重み付けを行わず、従って、ラベル間

の類似度関数 σ : Σ×Σ → Rは、Kroneckerのデルタであると

する。

また、数え上げ関数 K(T1, T2)は、KT(t1, t2)を像の共通祖

先が t1 及び t2 の根ノードと一致する木写像 (Tai、融合可能、

分離、位相保存、部分木同型) の総数と定義した時の畳み込み

カーネル関数 K∗(T1, T2)に一致する。

以下では、最初に、Tai写像の数え上げ関数の再帰式を与え

る。次いで、その他の木写像クラスに対する数え上げ関数を与

えるが、これらのクラスに対しては数え上げのための共通の枠

組みが存在するので、まずその枠組みについて述べ、続いて個

別のクラスについて述べることとする。

4. 1 Tai写像の数え上げ関数

Tai 写像の定義は森間の Tai 写像に自然に拡張できるので、

K(T1, T2)を K(F1, F2)に拡張することができる。

（注4）：この制約は KT(t1, t2) 間での数え上げの重複を避けるために必要であ

る



Tai写像の森カーネル K(F1, F2)は以下の式により再帰的に

計算できる。図 2に森の部分構造の対応を示す。

K(v1(F1) ◦ F ′
1, v2(F2) ◦ F ′

2)

= σ(ℓ(v1), ℓ(v2)) · (1 + K(F1, F2)) · (1 + K(F ′
1, F ′

2)) (2a)

+ K(v1(F1) ◦ F ′
1, F2 • F ′

2) − K(F1 • F ′
1, F2 • F ′

2) (2b)

+ K(F1 • F ′
1, v2(F2) ◦ F ′

2) − K(F1 • F ′
1, F2 • F ′

2) (2c)

+ K(F1 • F ′
1, F2 • F ′

2), (2d)

K(F, ∅) = K(∅, F ) = 0,

この再帰式の意味を示す。

「森 v1(F1) ◦ F ′
1 と v2(F2) ◦ F ′

2 の間の Tai 写像の総数」

= 「(v1, v2) を含む Tai 写像の数 (2a)」

+ 「y |= v2 であるような (v1, y) を含む Tai 写像の数 (2b)」

+ 「x |= v1 であるような (x, v2) を含む Tai 写像の数 (2c)」

+ 「v1 と v2 のいずれも含まないような Tai 写像の数 (2d)」

Zhang と Shasha による最適化問題と同様の技術 [10]を用い

ることにより、上記の再帰式を動的プログラミングにより、時

間計算量 O(|T1| · |T2| · min{L1, D1} · min{L2, D2}) で評価す
ることができる (Li, Di は、それぞれ、Ti の葉の数と最大の深

さを表すものとする)。

上記の再帰式は、次の命題 1による。

命題 1. Tai写像は以下の性質を満たす。

（ 1） F ′
1 j F1, F

′
2 j F2 とする時、F ′

1, F
′
2 間の木写像 M に

関して、(a)と (b)は互いに同値である。

(a) M は F1, F2 間の Tai写像である。

(b) M は F ′
1, F

′
2 間の Tai 写像である。

（ 2） M を F1 から F2 への木写像、M ′ を F ′
1 から F ′

2 への

木写像とするとき、(a)と (b)は互いに同値である。

(a) M 及びM ′ はそれぞれ Tai 写像である。

(b) M ∪M ′は F1 •F ′
1から F2 •F ′

2への Tai 写像である。

（ 3） Fi を木 Ti であるとする時、T1 \ {root(T1)}, T2 \
{root(T2)} 間の木写像 M に対して、(a) と (b) は互いに同

値である。

(a) M は Tai 写像である。

(b) M ∪ {(root(T1), root(T2))}は Tai 写像である。

4. 2 数え上げ関数の共通の枠組み

4. 2. 1 準 備

以下では、木写像に関する性質 P とは、融合可能、分離、位
相保存、部分木同型のいずれかであるとする。

まず、木間の木写像の定義を森間の木写像に拡張する。Tai

写像の場合はこの拡張は自然であったが、性質 P の場合は、異

なる木に属するノード x, y に対して x‘y が定義されないこと

から、拡張には若干の工夫が必要である。本稿では、森 Fi(木

である場合も含む)に対するカーネル関数 K(F1, F2) を以下の

ように定義する。

定義 2. 最初に、F̄i を次のように定義する。Fi が木である場

合、F̄i = Fi とする。Fi が複数の木から構成される森である

場合、仮想的なルート vi に対して F̄i = vi(Fi)とする。F1 か

ら F2 への写像M が性質 P を満たす木写像であるとは、M を

F̄1, F̄2 への木写像と自然にみなした時、性質 P を満足するこ

とと定義する。

この定義により、数え上げ関数も、K(T1, T2)から K(F1, F2)

に拡張することができる。

拡張された数え上げ関数は、性質 P の種類に応じて 4種存在

するが、以下では表記上それらを区別せず、統一的に扱い、そ

れぞれの節におけるコンテキストに従って解釈するものとする。

性質 P では、命題 1 に対応する性質は、以下の複数の命題

により与えられる。

命題 2. F ′
i j Fi は以下のいずれかであるとする。

• Fi = F ′
i

• Fi = (root(Fi)(F
′
i ))

• Fi = G • F ′
i • H (G, H は順序付森)

この時、F ′
1 から F ′

2 への木写像 M に対して、(1)と (2)は互い

に同値である。

（ 1） M は F ′
1から F ′

2への木写像として性質P を満足する。
（ 2） M は F1から F2への木写像として性質P を満足する。

命題 3. M を F1 から F2 への木写像、M ′ を F ′
1 から F ′

2 への

木写像とするとき、(1)と (2)は互いに同値である。

（ 1） M 及び M ′ はそれぞれ性質 P を満足する。
（ 2） M ∪ M ′ は F1 • F ′

1 から F2 • F ′
2 への木写像として性

質 P を満足する。

命題 4. Tai 写像 M に対して、(1)と (2)は互いに同値である。

（ 1） M は融合可能 (分離)写像である。

（ 2） L(M)は融合可能 (分離)写像である。

但し、L(M) = {(x, y) ∈ M |@(z, u) ∈ M [z < x]} とする。

命題 5. F1 = v1(
‘m

i=1 T 1
i )、F2 = v2(

‘n
i=2 T 2

i ) とし、M を
‘m

i=1 T 1
i から

‘n
j=1 T 2

j への木写像とする時、次の (1)と (2)は

互いに同値である。

（ 1） M∪{(v1, v2)}は F1から F2への位相保存写像である。

（ 2） M は位相保存であり、かつ、M ∩ (T 1
i × T 2

j ) |= ∅な
らば下式が成り立つ。

∀k |= j∀ℓ |= i[M ∩ (T 1
i × T 2

k ) = M ∩ (T 1
ℓ × T 2

j ) = ∅]

4. 2. 2 数え上げ関数の雛形

K(F1, F2) の再帰式を与えるに当たって、命題 2により、下

式を性質 P によらない共通の雛形として利用することができ

る。但し、T1, T2 は空でない任意の木、F1, F2, F
′
1, F

′
2 は任意の

森であるとする。

K(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2) = KP (T1 ◦ F1, T2 ◦ F2) (3a)

+K(F1, F2) (3b)

K(v(F1), T2 ◦ F2) = K(v(F1), T2) − K(F1, T2) (4a)

+K(v(F1), F2) − K(F1, F2) (4b)

+K(F1, T2 ◦ F2) (4c)



K(v1(F1), v2(F2)) = σ(ℓ(v1), ℓ(v2)) · (1 + K′
P (F1, F2)) (5a)

+K(v1(F1), F2) − K(F1, F2) (5b)

+K(F1, v2(F2)) − K(F1, F2) (5c)

+K(F1, F2) (5d)

K(F, ∅) = K(∅, F ) = 0

上記の再帰式の各項の意味を以下に与える。

(3a) KP(T1◦F1, T2◦F2)は、性質Pを満足する T1◦F1, T2◦
F2 間の木写像であり、かつ、T1 或いは T2 のノードを含むも

の総数。

(3b) 性質 P を満足する T1 ◦F1, T2 ◦F2 間の木写像であり、

かつ、T1 及び T2 のノードを含まないものの総数。

(4) 性質 P を満足する v(F1), T2 ◦ F2 間の木写像であり、

かつ、以下のそれぞれを満足する木写像の総数。

(4a) v の対応が T2 中に存在する。

(4b) v の対応が F2 中に存在する。

(4c) v を含まない。

(5) 性質 P を満足する v1(F
′
1), v2(F

′
2)間の木写像であり、

かつ、以下のそれぞれを満足する木写像の総数。

(5a) (v1, v2)を含む。K′
P(F ′

1, F
′
2)は、F ′

1, F
′
2 間の木写像

M であり、かつ、M ∪ {(v1, v2)}が性質 P を満足するものの
総数となる。

(5b) v1 の対応が F ′
2 中に存在する。

(5c) v2 の対応が F ′
1 中に存在する。

(5d) v1, v2 のいずれも含まない。

KP(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2)及び K′
P(F ′

1, F
′
2)の評価式は性質 P に依

存するので、以下では、融合可能写像、分離写像、位相保存写

像、及び、部分木同型写像のそれぞれについて評価式を与える。

4. 2. 3 部分木同型写像

KP(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2)の評価

KP(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2) = K(T1, T2) + K(T1, F2) + K(F1, T2)

K′
P(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2)の評価

以下の再帰式で計算される。

K′
P (T1 ◦ F1, T2 ◦ F2) = K′

P (T1, T2) · (1 + K′
P (F1, F2))

+ K′
P (F1, T2 ◦ F2)

+ K′
P (T1 ◦ F1, F2)

− K′
P (F1, F2)

K′
P (v1(F1), v2(F2)) = σ(ℓ(v1), ℓ(v2)) · (1 + K′

P (F1, F2))

K′
P(F, ∅) = K′

P(∅, F ) = 0

4. 2. 4 位相保存写像

K̄(F1, F2)の評価

分離写像及び位相保存写像に対して、K̄(F1, F2)を以下のよ

うに与える。

定義 3. 仮想的な根ノード v1 及び v2 に対し、F̄i = vi(Fi)と

する。K̄(F1, F2)は、F1 から F2 への木写像で、以下の条件を

満足するものの総数であると定義する。

（ 1） M は F̄1 から F̄2 への分離 (位相保存)写像である。

（ 2） 任意の (x1, y1), (x2, y2) ∈ M において、x1 が y1 が

(F1 に属する) 共通の根ノードの下にあることと、y1 と y2 が

(F2 に属する)共通の根ルートの下にあることとは同値である。

命題 2及び命題 3により、K̄(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2)は、以下のよ

うに評価できる。

K̄(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2) = K(T1, T2)(1 + K̄(F1, F2))

+ K̄(F1, T2 ◦ F2) − K̄(F1, F2)

+ K̄(T1 ◦ F1, F2) − K̄(F1, F2)

+ K̄(F1, F2)

KP(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2)の評価

命題 6. 以下の (1)と (2)は互いに同値である。

（ 1） M は位相保存写像である。

（ 2） 以下が成立する。

(a) 任意の i = 1, . . . , mに対して、M1
i は位相保存写像

(b) 任意の j = 1, . . . , nに対して、M2
j は位相保存写像

(c) M1
i ∩ M2

j |= ∅ならば、以下のいずれかが成立
i. M = M1

i

ii. M = M2
j

iii. ∀k |= j∀ℓ |= i[M1
i ∩ M2

k = M1
ℓ ∩ M2

j = ∅]

命題 2、命題 3、及び、命題 6により、以下のKP(T1◦F1, T2◦
F2)の評価を得る。

KP(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2) = K(T1, T2)(1 + K̄(F1, F2))

+ K(T1 ◦ F1, T2) − K(T1, T2)

+ K(T1, T2 ◦ F2) − K(T1, T2)

K′
P(F ′

1, F
′
2)の評価

命題 5により、以下の評価式を得る。

K′
P(F ′

1, F
′
2) = K̄(F1, F2))

4. 2. 5 分 離 写 像

KP(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2)の評価

命題 7. 以下の (1)と (2)は互いに同値である。

（ 1） M は分離写像である。

（ 2） 以下が成立する。

(a) 任意の i = 1, . . . , mに対して、M1
i は分離写像

(b) 任意の j = 1, . . . , nに対して、M2
j は分離写像

(c) M1
i ∩ M2

j |= ∅ならば、以下のいずれかが成立
i. M = M1

i

ii. M = M2
j

iii. ∀k |= j∀ℓ |= i[M1
i ∩ M2

k = M1
ℓ ∩ M2

j = ∅]

命題 2、命題 3、及び、命題 7により、以下のKP(T1◦F1, T2◦
F2)の評価を得る。

KP(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2) = K(T1, T2)(1 + K̄(F1, F2))

+ K(T1 ◦ F1, T2) − K(T1, T2)

+ K(T1, T2 ◦ F2) − K(T1, T2)



K′
P(F ′

1, F
′
2)の評価命題 4により、K′

P(F ′
1, F

′
2)は以下のよう

に評価される。

K′
P(F ′

1, F
′
2) = K(F ′

1, F
′
2)

4. 2. 6 融合可能写像

KP(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2)の評価

T 1
i , T 2

j を木とし、
‘m

i=1 T 1
i ,
‘n

j=2 T 2
j を森とする。1 <= a <=

b <= m 及び 1 <= c <= d <= n に対し、κa,b
c,d を以下のように定

める。

κa,b
c,d = K(

b
a

i=a

T 1
i ,

d
a

j=c

T 2
j )

更に、M を v1(
‘m

i=1 T 1
i )から v2(

‘n
j=1 T 2

j )への木写像とし、

M1
i = M∩(T 1

i ×v2

 

n
a

j=1

T 2
j

!

), M2
j = M∩(v1

 

m
a

i=1

T 1
i

!

×T 2
j )

と表す時、次の性質が成立する。

命題 8. 以下の (1)と (2)は互いに同値である。

（ 1） M は融合可能である。

（ 2） 以下が成立する。

(a) 任意の i = 1, . . . , mに対して、M1
i は融合可能である。

(b) 任意の j = 1, . . . , nに対して、M2
j は融合可能である。

(c) M1
i ∩M2

j |= ∅, M1
i \M2

j |= ∅, M2
j \M1

i |= ∅を同時に
満足する i, j は存在しない。

命題 2、命題 3、及び、命題 8により、KP(T1 ◦ F1, T2 ◦ F2)

は以下の再帰式によって表される。

KP(T 1
1 ◦

m
a

i=2

T 1
i , T 2

1 ◦
n
a

j=2

T 2
j ) = κ1,1

1,1(1 + κ2,m
2,n )

+

n
X

j=2

n

`

κ1,1
1,j − κ1,1

1,j−1

´ `

1 + κ2,m
j+1,n

´

+

m
X

i=2

“

κ1,i
j,j − κ1,i−1

j,j − κ2,i
j,j + κ2,i−1

j,j

”“

1 + κi+1,m
j+1,n

”o

+

m
X

i=2

n“

κ1,i
1,1 − κ1,i−1

1,1

”“

1 + κi+1,m
2,n

”

+
m
X

j=2

“

κi,i
1,j − κi,i

1,j−1 − κi,i
2,j + κi,i

2,j−1

”“

1 + κi+1,m
j+1,n

”o

K′
P(F ′

1, F
′
2)の評価

命題 4により、K′
P(F ′

1, F
′
2)は以下のように評価される。

K′
P(F ′

1, F
′
2) = K(F ′

1, F
′
2)

5. 既存の木の畳み込みカーネルとの関係

σ(l1, l2)をKroneckerのデルタ以外の関数として、K(T1, T2)

を計算することにより、重み付けられた木写像のの数え上げを

得ることができる。

定義 4. M = {(x1, y1), . . . , (xN , yN ))}をT1からT2への (Tai,

融合可能、分離、位相保存)写像とする。M の重み w(M)を以

下のように定義する。

w(M) =
N
Y

i=1

σ(ℓ(xi), ℓ(yi))

定理 9. T1 から T2 への (Tai, 融合可能、分離、位相保存) 写

像の集合をM(T1, T2)と表す時、

K(T1, T2) =
X

M∈M(T1,T2)

w(M)

が成り立つ。

このような重み付けのもとで、鹿島らによるラベル付き順序

木カーネルと柔軟性を持つ木カーネル [6]は、それぞれ部分木

同型写像と位相保存写像の数え上げ関数を用いて下記のように

定義したものと等価であることが容易に示せる。

K∗(T1, T2) =
X

v1∈V (T1)

X

v2∈V (T2)

σ(ℓ(v1), ℓ(v2))·(1+K′
P(F1, F2))

6. カーネル関数であることの証明と特徴空間

この節では、関数 ω(l) : Σ → Rが与えられて、σ(l1, l2)が、

σ(l1, l2) = ω(l1)ω(l2)δ(l1, l2)

と与えられる場合の関数 K(x, y) の特徴空間を具体的に示すこ

とにより、これまでに示した木写像がカーネル関数であること

を証明する。但し、δ(l1, l2)は Kroneckerのデルタとする。

まず、n をある自然数とおき、関数の集合 Fn を以下のよう

に定める。

Fn = {f |(f : Σ → N ∪ {0}) ∧
X

l∈Σ

f(l) = n}

このとき、任意のラベル無し木 τ と、τ から n のノードを取

り出し、ラベル付けしたノード集合 Vτ⊂=V (τ) の対 (τ, Vτ ) を

考える。この Vτ の要素に対しては、関数 f ∈ Fn により、記

号 l ∈ Σ でラベル付けされたノードがちょうど f(l) 個になる

ようなあらゆる組合せを考える。

すなわち、ノード数が m >= 1 であるような全てのラベル

無し木からなる集合を T m とおくとき、次のような集合 Tf

(f ∈ Fn) を考える。

Tf =

∞
[

m=n

n

(τ, Vτ )|τ ∈ T m ∧ Vτ⊂=V (τ) ∧ |Vτ | = n

∧ ∀l ∈ Σ
ˆ

|{x ∈ Vτ |ℓ(x) = l}| = f(l)
˜

o

以下では、この基礎集合 Tf に条件を加えることにより特徴

ベクトルを定義し、各々の木写像のクラスの数え上げ関数が、

カーネル関数として解釈できることを示す。

6. 1 位相保存写像

Tpf を、Tf に次の条件を加えたものであると定義する。

(τ, Vτ ) ∈ Tf において、τ の任意のノード x ∈ V (τ)に対し、Vτ

中の必ずしも相異なるとは限らない 2ノード (y, z) ∈ Vτ × Vτ

が存在して、x = y ‘z が成り立つ。

このとき、基底を次のように定める。

BTp
N =

N
[

n=1

0

@

[

f∈Fn

Tpf

1

A

この基底における、木 T の特徴ベクトルを ϕ(T ) と表記する。



その (τ, Vτ ) ∈ Tpf 成分を ϕ(τ,Vτ )(T ) と表記し、次のように定

義する。

ϕ(τ,Vτ )(T ) =
Y

l∈Σ

ω(l)f(l)ψ(τ,Vτ )(T )

ただし、ψ(τ,Vτ )(T )は、τ から T への位相保存写像 M で、以

下の条件を満足するものの総数と定義する。

（ 1） (x, y) ∈ M ⇒ x ∈ Vτ

（ 2） ∀x ∈ Vτ∃y ∈ V (T )[(x, y) ∈ M ]

定理 10. N >= max(|V (T1)|, |V (T2)|) に対して次式が成立す
る。

K(T1, T2) = ϕ(T1) · ϕ(T2)

=
X

(τ,Vτ )∈BTp
N

ϕ(τ,Vτ )(T1) · ϕ(τ,Vτ )(T2)

6. 2 分 離 写 像

Sepf を、Tf に次の条件を加えたものであると定義する。τ

中の任意のノード x ∈ V (τ) に対して、次のいずれかの条件が

成り立つような Vτ 中の相異なる 2 ノード y, z ∈ Vτ (y |= z)

が存在する。

（ 1） x = y ‘z が成り立つ。

（ 2） x = y かつ z ∈ ch(x) が成り立つ。

このとき、基底を以下のように定める。

BSep
N =

N
[

n=1

0

@

[

f∈Fn

Sepf

1

A

この基底における、木 T の特徴ベクトルを ϕ(T ) と表記する。

その (τ, Vτ ) ∈ Sepf 成分を ϕ(τ,Vτ )(T ) と表記し、次のように

定義する。

ϕ(τ,Vτ )(T ) =
Y

l∈Σ

ω(l)f(l)ψ(τ,Vτ )(T )

ここで、ψ(τ,Vτ )(T ) の定義は、M が分離写像であることを除

き、位相保存写像の場合と同じである。

定理 11. N >= max(|V (T1)|, |V (T2)|) に対して次式が成立す
る。

K(T1, T2) = ϕ(T1) · ϕ(T2)

=
X

(τ,Vτ )∈BSep
N

ϕ(τ,Vτ )(T1) · ϕ(τ,Vτ )(T2)

7. Tai 写 像

Taif を、Tf において、Vτ = V (τ) または Vτ = V (τ) \
{root(τ)} の条件を付加した集合であるとする。
基底を以下のように定める。

BTai
N =

N
[

n=1

0

@

[

f∈Fn

Taif

1

A

この基底における、木 T の特徴ベクトルを ϕ(T ) と表記する。

その (τ, Vτ ) ∈ Taif 成分を ϕ(τ,Vτ )(T ) と表記し、次のように

定義する。

ϕ(τ,Vτ )(T ) =
Y

l∈Σ

ω(l)f(l)ψ(τ,Vτ )(T )

ここで、ψ(τ,Vτ )(T ) の定義は、M が Tai写像であることを除

き、位相保存写像の場合と同じである。

定理 12. N >= max(|V (T1)|, |V (T2)|) に対して次式が成立す
る。

K(T1, T2) = ϕ(T1) · ϕ(T2)

=
X

(τ,Vτ )∈BTai
N

ϕ(τ,Vτ )(T1) · ϕ(τ,Vτ )(T2)

8. お わ り に

本稿では、木写像という 2つの木構造間の対応関係を数え上

げる効率のよいアルゴリズムを示した。また、木写像の数え上

げ関数が、カーネル関数としての要件を満たしていることを、

その特徴空間を明らかにすることにより厳密に示した。この成

果は、カーネル関数の設計の観点からは、鹿島らにより設計さ

れた既存の木カーネルを拡張し、木の畳み込みカーネルの一般

的な設計手法を示すものである。ただし、融合可能写像の数え

上げ関数が、カーネル関数であるかどうかは未解決である。

今後の課題は、融合可能写像の数え上げ関数がカーネル関数

であるかどうかを示すこと、および、我々が明確にした木カー

ネルの性質を用いて、実際に問題領域に応じたよりよい木カー

ネルの設計を行い、その有効性を示すことが挙げられる。また、

今回は考慮しなかった順序無し木については、一般的な木写像

の数え上げによるアプローチでは、計算困難性の問題があるこ

とがわかっており [6]、順序無し木のための高速で柔軟な木カー

ネルの設計が必要である。
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