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!�� ���� � �������� �	�� ��#��� ���� -�	�� �� 
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 � �#����

�	����� VD � � 
��� ���#�	� LC � n ������ 1234�! S�

��#�� �����	� CS � ��� ������ ���	���� ��#�� 	��	���

	
 ���#�	� L0� �����	� C0� ��� 	#��#� ������	� R+ 4	�

���� �	��� 	������	� �
.����� ��� /��	 �	����� ����� 

��� 89:3; ��� /��	 ���������� �������� 89�3; �#�� -�

������� ���#�����	#��� �� ��� �#�� 	� ������� 	
 �����+

!���� 	�����	�� ��� ����� ��� ���� � 9:3@9�3 	��� 

��	�� ���� ��� ������� -�

vs|t=T = 0, 8�;

dvs
dt

∣∣∣∣
t=T

= 0, 8�;

����� vS �� ��� �	����� 	
 ��#�� �����	� CS ��� ! �� ���

�������� ����	�+ �� �� ���#��� ���� ��� ����� �#��� 	� ��

� A "! 
	� �� ������� "+ �� ���� ������ � ������ 1234�!

	
 4��+ �8�; �� ������� ���� �� ����� ������ ?B ������ 

�	� �� ���� �	 �	#�� �	����� ��� ����� �	 �	#�� ��������

��������<�=+ !���� ��� ��#�� 	
 4��+ �8�; �� �����/���

��������� ���	 	� 80 ≤ t ≤ T/2; ��� 	

 8T/2 ≤ t ≤ T ;

������ 	
 ����� S <C=�+

�	 ���������� �������

�	�	 �����������

!�� ��#�� �0#���	�� 	
 ��� ������.�� ��#�� ��	�� ��

4��+ �8-; ��� ������� -� 1>? 
	��#����	�+ 6����� ?B

�������	� Vg ���� ��	 ������� 2> 	� 244+

!�� 1>? �0#���	�� ��� �5������� -�

[
G AT

−A 0

] [
v(t)
i(t)

]
+

[
C 0
0 L

]
d

dt

[
v(t)
i(t)

]
=

[
J
E

]
u(t),

8%;

����� G� A� C� ��� L ��� 	��#����� �������� ���� 

����� ���#���� �������� �����������+ J ��� E ��� �� 

�	�� 	
 ����������� #����� ��� �	������ �	#���� ����� 

������+ v(t) ��� i(t) ��� �	�� �	������ ��� -���� #�������

������������ ��� u(t) �� #��� ���� 
#���	�+

6� ������� 8%; ���	

E
dx(t)

dt
= Ax(t) +Bu(t), 8C;

!�� ������ ����������� -� 8C; �� ����� � �������	� �������

����� ��� �����5 E �� ��������� ����#��� <$=+ 6��� (E,A)
�� ���#���� det(sE − A) �≡ 0+ �
 E �� �	�����#���� 8C; ��

���#�� �	 � ����� �0#���	�+ �� ���� ������ ��� ��#�� 	
 4��+

�8-; �� �5������� �� 8C;� ��������� ���	 	� ��� 	
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4�!+ 8-;B��#�� �	��� ���� �� ����� �����+ 8;B��#��

�	��� ���� �� ����� ����� ��� ����� �	 3	#�� ��������

��������+

?������� ��� ��������/�� ��������#� ��	��	����	� �	

(E,A)� �� 	-����

SET =

[
I 0
0 N

]
, SAT =

[
Λ 0
0 I

]
, 8D;

����� S ��� T ��� �����
�� �������+ Λ �� � '	���� 
	��

	��	��� 	
 .���� ��������#�� ��� N �� ����	����+ !����

�5������	�� ��� ����� � 6���������� ��	���� 
	��+ �����

����� �5������	��� �� �� ������� 8C; ���	

ẋs(t) = Λxs(t) +Bsu(t), 8$;

Nẋf (t) = xf (t) +Bfu(t), 8�;

�����

T−1x(t) =

[
xs(t)
xf (t)

]
, SB =

[
Bs

Bf

]
. 8E;

�0#���	�� 8$; ��� 8�; ��� 	�����	����� �	 .���� �������� 

#�� 	
 (E,A) ��� ��.���� 	���� �����������+

�	�	 ������ 
������ ���������

!�� ������� �	�#��	�� 	
 8$; ��� 8�; ��� ����������� �� 

�#��� -�

xs(t) = γ(t)xs(0−) + φ(t)Bs, 8&;

xf (t) = −
µ−1∑
i=1

(
N iδ(i−1)(t)xf (0−)

+BfN
iu(i−1)(t)

)
, 8��;

����� μ �����.�� Nµ = 0+ ?���	#�� ��� ��#�� 	
 4��+ �8-;

�� ��������� ���	 	� ��� 	

 ������ 	
 ��� ����� S� -	�� ���

��#��� ��� ������ ��� �������� ����� μ �� �� �	�� � �� "�	��

<�=+ !����
	��� ��� �	�#��	�� 8&; ��� 8��; ��� ��������� -�

[
xs(t)
xf (t)

]
=

[
γ(t) 0
0 −Nδ(t)

] [
xs(0−)
xf (0−)

]
+

[
φ(t) 0
0 −I

] [
Bs

Bf

]
u(t) +

[
0 0
0 −N

] [
Bs

Bf

]
δ(t).

8��;

?� � ���#��� ��� -�����	� 	
 ��#�� ��	�� �� 4��+ �8-; ��

���������� -� ��� ������� ���#�� xs(0−) ��� xf (0−)+ 3���

��� �	�#��	�� ���#�� ��������� 	
 ���#��� 
#���	� δ(t)�
�� ���#��� �	�� ��"�� ���� �� ��� ��#��+ !��� �����

���� 	������	��� �#������ ���������	� 
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�� ���� δ(t) = 0 �� 0+ ≤ t� ��� �	�#��	�� 	


��� �������	� ������ �� -� ������� -�

x(t) = α(t)x(0−) + β(t)Bu(t), 8��;
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α(t) = T

[
γ(t) 0
0 0

]
T−1,

β(t) = T

[
φ(t) 0
0 −I

]
S.

4	� ��� 	� ����� 	
 ��� ����� S� ��� �	�#��	� 	
 8��;

(0+ ≤ t ≤ T/2−0) �� ������� -�

x1(t) = α1(t)x1(0−) + β1(t)B1u(t). 8�%;

4	� ��� 	

 ����� 	
 ��� ����� S� ��� �	�#��	� 	
 8��;

(T/2+0 ≤ t ≤ T−0) �� ������� -�

x2(t) = α2(t)x2(T/2−0) + β2(t)B2u(t). 8�C;

3��� x1(t) ��� x2(t) ��� 	����#	#� �� t = T/2−0+ !��

-	#����� 	�����	� 
�	� 	� ����� �	 	

 	�� �� 	-������


�	�

x2(T/2−0) = x1(T/2−0). 8�D;

2� ��� 	���� ����� ��� 	�����	� 
�	� 	

 �	 	�� ��#�����
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��� ������ ����� 	�����	� �� �5������� ��

x1(0−) = x2(T−0). 8�$;

�� ��	#�� -� �	��� ���� ��� 	�����	�� 8�D; ��� 8�$; �	

�	� ���� �	���-����� ���� �� ���#��� ��"�� ����� 	� ���

����	���� -�	��� ���	����#	#� �� t = 0 	� t = T/2+
>������ ���� ���� ���� ����	#�� ��� �	�#��	�� 
#��� �����
�

8��; ��� ������ ��� ���#��� 
#���	� δ(t) ��� #��� ����


#���	� u(t)� ��� -	#����� 	�����	�� ��� ���������� �� 

����������� 	
 ����� 
#���	��+

����� 8�D; ��� 8�$;� �� �����-� ��� ������� ���#�� ��


	��	��(

x1(0−) =
(
I − α2(T )α1(T/2)

)−1

×
(
α2(T )β1(T/2)B1 + β2(T )B2

)
, 8��;

x2(T/2−0) =
(
I − α1(T/2)α2(T )

)−1

×
(
α1(T/2)β2(T )B2 + β1(T/2)B1

)
.

8�E;

6� �� ��#���� ��� ������ ����� ����	���� -� #���� 8�%;
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����� ������� #���� ��� ������ ����� -�����	���� �� ��# 
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 ���� �

�����.��+ �� ��	#�� -� �	��� ���� ��� ���#���� ������ �� �

��� ! �� 4���+ %8�; ��� %8-;+

!	 �����������

6� ���� ��������� � ����	� 
	� ��#������ ��� ������

����� ����	���� 	
 ���� � �����.��� ���� ���#��� �	��+

!��� �� ��#����� -� #���� ��� ��������/�� ��������#� �� 

	��	����	�� ����� ��� ��#�� �0#���	�� ��� �5������� �� �

�������	� ������+ 6� ��	��� ��� 
����-����� 	
 ��� ������

����� ����	���� ���� 	����� ��� 	-������ ���#��� 	
 ���

������ ����� ����	���� ��� ��������� ����	����+

"�#�������

��� 	
 ���� ��� �
 ������ ����������� �������� �� ���  ! "�#��$�� 

��� ����$�� %���� "���& � '���(��)���*� �� �� ����	
 ����������

���
 �+� ��
 ,� ##
 -./0-12� %��
 -3�.


�-� 4
 5��� �
 6�7�&�� 6
 �(���8�� �
 6(�) (�( ��� �
 �
 ��9������9(7�

�:� ��� �� ���  0! "�#��$�� 8�)� �;6'!� <���� =�)�0)�0:����

��� %�������� :����0)�06�(��� ��#���)���� *� ���� ��	��� �������

	�� ������ ���
 2>� ��
 �3� ;�)
 -3��


�.� ?
 @�&����)� �
 <
 @
 ���)�� ��� �
 6
 A
 6)�&���)� �"  )�)�0 #���

���������� ����� ��� ��;6 ���  ! #�8�� ��#��$�� * � ���� ��	���

������������� ���� ������� ������ ������ B��
 --� %�
 -� ##
 �.-0�.>�
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 ����� ����#()�)��� �� :� ��� B��(� 

��� ���  ! "�#��$�� 5�)��() D ��� 5������� !E(�)��� *� ����

��	��� ������� 	�� ������ ���
 1/� ��
 +� A(�& -33-


�2� �
 ������ 	
 ����� �;� :�)�������� ���� �� ���������� ����� ��

���  ! "�#��$�� *� ����� �����	
 ������� %<?-3�.0+2� -3�.


�,� �� ��)�&���� �6��7��0 �� ()��(0��0 ��)�7�0 ���&��*� ������7�0

��7( &�� �/// �� A�#��� �


�+� A
 @
 ?�����# � <
 :����� ��� <
 �
 6�������� �=(����)��� ?�  ��� ���0

������ ���� �����)��� ��� ����� ;���� @��(�)���*� ���� ��	���

�������������� ������� ���
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