
� ����������� ���	�
���� 
� �
�
�

���� ���������� 
� ���
�� ��� ���

���������
�� �
 �
����
�� ��
�����
�

������ ����
�
��� 	���
��� 	���
�

�

������ �� ����	
����� ��
 �����
� ���� ���� �����	����

������ �� �����	����� �����	����� ��
 ��

��������� ����� ���� �����	����

�������  ������ !��"���"�� #�"��� ����$%%� &����� #�"��� ����$%%� &����

�
���' (����)��������������(�� ������	�)�������������������(�

��������*�� ���� ����	� +� ���+ � ,��-��	��� �� �����

������� ����	����� �� �
���� �� � ������������ ����	��� �	�


+����"��+� ����������� �	��� �� ������� �	 �	������ ������

-���
 �� ������	���� �	 �������	��� ����	�� ���
 �� �
���

	��	������� �	�������� ��
 �����	� 	����������� +� ��� �����

��������� ���-�� -��-� �	 �	�
�	� �"����� +��� ���.�	� �����

��
�� �� ����� ��
 ���.�	� �	��� �� ���� ������ #�� ����

�����
 �� ���� -��-� �� � �� 
������
 �� �����	�
 -� �	��

�� ����������� ����	����� �����
 ,��- �	���� /� ���+ ����

���� ,��-��	��� 	��	���������� �� 
�	� 	�-��� ������� 
��

��	
����� �����"� ��
 ��	��	-����� ���� �� ��
�	���� �	�

	�	� ���� �	�
������� ����������� �	���� 0 ���� 
������� ���

��	���
 ��	 ��� �	��� �� ���� �	������
� #��� �����������

,��-��	��� ��� -� ������
 �� ������� +���	
�	"� ����	����

�	������
�����	��� ��
 �	���������

�� 	
����
����


����	���� �	�������� �� 
������ �������� ���	 ����	��� ��

�� �
��	���� ��� 
�Æ���� ���"� #� ��		����� ���
 +���	�


�	"���� �� ���
� ���� ��	���� 
���	
����� �����"� �	� ���

�����-�� ��
 ��	
 �� 
������� #���� �����"� �����
� ���
���

	�� ���� �� �����
��� ��
 0Æ�� �	�����	
� �	 ����	 ����

�����	 
���	
������� 1���	 �
��� �	�������� ���� �� ��
�

�	������� 2���	���� �	�� ������� �	 ������	�
 �	�����	
� �	

����	 ���	������ ����
 ���� �����2������ 	�
��� 
������-���

��� �� +���	
�	"�� 1� ��� ����	 ���
� �����	 
������-�����

-� ��	����	 �
-�

��� ��+��� 
���� 3������ 
��	�
�����

�� ���������

�� �� ��	 ����� 	������ ���� 	�������� 4������� +���	
�	"�

���5 ������3��� ��
�	 ��
�� �� 4�
��� �������5� 4���� ���

����������4 ��� ���� -��� �-��	��
6��7�6��7� #���� 
����

�
�� ������
 �� �
-�

��� ��	���� ����	
����� ���� ����

������ �	� �� �
������ ������� ������ �� ��� �	������ ��������

����� ����	 ���	����� �����	��� 0
�������� �� ���� 
����


�����
� 2	���� �� 3������ 
���	��	����� �� ��� ��������� ��


�����
�� ��� ���	����� �����	�� �� �������� +��� ��� -� ������

�	���
 �� ��� �	������� ���
 +���	
�	"��

����� ��+ 
��� ������ �	 ������� +���	
�	" 
����
�

���� -��� 	���	��
 -���
 �� ����� �����	�� +���� �	� 
��

2��
 -� ���� +������ �	�����	
� �� 819� �	 
������ :�+�

���	� �� �� 
�	� 
���	�-�� �� ��� ���-�� �����	�� �� �	
�	 ��

	����� 
���	
����� �����"� ���������� � ����� ��	���	 ���� ���

��.� �� ��� �
��� -���"� �	 819�� ����� ��� ����� 
�������

�� �� �����" �� ������� ��	
 �� �	�
����

#�� ����� ����� �� +��� "��+� �� � ��+�	��� ���� �� �
�

��� �������� ��
 �����	� 	����������� ����������� �� �� ���


�� 	����� ��� 4
��� ��	����	�5 �� �� �
���� -� �����
�	���

��� ����� �� ������ ��
������������ �� �� �� ����� ����	�� �� 	��

��	
 ��� ����	�
���	 ��������
 �� ��� ������ ����� �
����

�� � ����������� �-(��� ��
 �;�	��� ��� ����	������ :�+���	�

�� ���
�
 ���� �
��� 	����	���� ����� ��+� ���� ��� �����	

����� ����� 2���	��� 
����
 +�� �-�� �� �;�	��� ��� ������

��� �� ���� ���	������� �	 ����"� �� ��� �
��� �� 
���	���

������ �� ������ +���� +�� � ��	�������	+�	
 ����������� ��

��� �������	��� ����	� �� -���	������ �	�(����	��� �� ��� ����

<�	���� �	������ ������� #���� �	���	���� �	� ��� ����	��

������ ��
 -�������� ��	����	���� �����-���

1� ��� ����	 ���
� � �	�� ��	����	� ���������� � ������

����� �	�� +���� 	��	������ ��� �
��� �� � 
�����
��� �	�


�	 �� 	��������� �	 ����� ��� -� ���������� �� ���	������

���� �� � ��	�� 
���-���� #�� ����������� �	��� �	� �����

-���� -� ��������	 2���	� ���� �� ����� 
����
�6=76�7 �	

�	������ ������ 2���	 6$7 6>7� 0� ���+� ����	� ����� ������

����� �	��� ����	�������� 
�� ��� �����-�� �� ����	����

�	������
�����	���� 0�����	 �	�-��
 �� ���� 
��� �� ���


��� ������� ������ �� �����	��� +���� �� ���� �������������

�����-��� �� ����� 
��� 	����	���� -���
 ����	 
����
� ��

�
�� 
��������� ���
�������� �	 �(��� 	����������� ����


����������� ��
 ��� +����
�2��
 ���	������ �	� �-�������

��� 
���	�-�� �� ����	���� �	������

�� ���� ����	� +� +��� �

	��� ��	������ �� � ��+ ������

����� �	�� �����
 ����������� ,��-��	���� /� +��� 2	�� 	��

���+ �;������ ���	������ �� ����������� �	���� ���� 
������


����� ��	����� �� � ���
 ����������� �	�� �	� ����	����

�	������ #�� ����������� ,��-��	��� �� 
�2��
 -� ��������

��� ����� 2���	�� -��-� ��
 �	�� ��	����	�� /� ���+ ���� ����

��+ ����������� �	�� �	� 	�-��� ������� 
���	
����� ��


������ ?������ �� ����	���
 ��	 ���� 
������� �� ��� ������

����� ,��-��	��� �� �	������
� ��
������� �� ���� �	���
�


�� �;�
��� ��� ��	��	
���� �� ��� �	�����
 
����
 ��
�	


���	
����� �����"��

2005 International Symposium on Nonlinear
Theory and its Applications (NOLTA2005)

Bruges, Belgium, October 18-21, 2005

437



�� ������
� ���������� �� ����������� �� �
��������
�

���
 �����

����������� �	��� �	 
����	��������� �	��� ��� -� 
���
�


���� ��� �����+��� ������	����

@�A B����	 @���� 8�������A 2���	��� �	��

��������
 -�������� �� �	�(����	��� �� �	������ ������ �� ��

�
��� �	 ��	���� �����	� �� ��� �
��� +��� ��� ����� ���

�	����
� �� ���
�
 ���� �� ��� ���� �;�
��� �� 4����� �	��

��
�� ��������5� +���� 	�C���� 
�	��� � ��
���
 �	���	��

�� ��� ����� ������ !���
��� ��� �	���	���� �� ����<�	����

�	������ ������ �	� ��	�������� �����-�� �	 ������������� ���

���-��� +���� 
���� ���� �	� ��� 	�-��� ����� �
��� ��	���

-�������

!���
��� ��	 �� �������� ���� �� �� �	���
 ��	 �����������

������ �� � 
���	��� ����� 
���	
��� �������� �� ��� ����

������� ����� �� ����� �� �	�������� -�� 	�-���� �� ��"��+��

?�	 � �	 �����	 
�
�������� -��� 	�-���� ��
 
���	���.�����

�	�-��
� �	� ��� ��� �����
6%7�

@�A D�������	 2���	���

����� �����	 ����������� 2���	��� ����
 -��	 �
��� �	

������� ������ �� ��� �	������ �
���� ��������	 2���	� �	�

���
 �� -���
 � 
����	��������� �	 ����������� �	��� @�A �����


����
 6=76�7 ���� 
�	���������� 2���	� ���� ���� �� ���

�	���	�� �
��� ��
 ����
 -� 	�-��� ������� �
����� �������

@��A �	������ ����� 2���	�6$76>7 �	���	�� -��� ��������� ��


����������� �� �	������ ������ �� ��� �	������ �
���� #��� �	�

���� -���
 �� 
�	���������� ���	�������

#���� ��������	 ����������� �	��� ����
 -� ����� ������

���� 
�� �� 
����������� ���	������ �� ��� 
�	������� 2��

��	�� ����� ���� � 
����������� ���	����� 
��� ��� �	���	��

��������� ��� ��� ��� ���	����� ���3������ �� ��� �	�� ��	

�� �
��� ��
�	 ��	��	-����� �	 �����"��

�� ��

�	�� ����������� �	��� �	 
����	��������� �	���

�	� 
����� -���
 �� �����	�� �� ������� ������ � +���� �	�

��� 	�-��� ��
�	 ��	��-����� ��
 
���	
����� �����"�

!���
��� �� �	�
������� �
��� �	��������� �����	� 	�����

������ ��
 �
��� 	��	������� ��	��	
���� ��
�	 ����� ���

��	��
��� �� ��+��� � 
�(�	 �����	�� ����������� 	�-����

������� ��� �
����� ����� ��������� � ��	��	 �	��	��� ����

�
���� ���� 8������� ������ #�	��� �
���� �	� ������� ���

��
�
 �� -� �;����� ��� ��
� �� ��� 3��	� �
���� ��
 ���	�

�� �� ����
����� �� ��� "��
 �� 
���	
�������

�� ����	���� �	����� �	 
�����	���� ����� �� �� �����	 �


�(�	 ����� -�� 
���	
����� �� �� ��� 
��� �
��	����� ��

����� ���E� 
��� �����	� �� �-��� ��� 
������� �� ��������

�� ��� ��
� 3������ -�� ��
� 
���	��� ��	
��

#���� 
���	����� 
�"� ��� ��	����� ��	 ����	���� �	�����

3���� 
���	��� �	�
 ����� �� �
��� 	��	�������

�� � ����������� ����������

0 
���	�-�� ����� ����� �	�� ��	 ����	���� �	����� �	 
���

���	��� �����
 ���� ��� �����+��� �����	��'

�� ,�-���� ������� 
���	
������ ����� ��� �	�� �����


�������� �� ���
��	�� ����	
����� ���� �� ��������� �	 �	��

��������� -�� ����������� ����	����� �����

�� ,�-���� ������� �������		�	 �� �
���
�������� ��


��	���� �� �;�	������ 
����
��

�� <��������� 	��	���������� �� ��� 
������ �� 
���	���

	����������� <���	 
���	
����� �	 ��������	��-����� ����

������ ��� 
������� �� ��+ 	��������� �������

F� �Æ���� �	 ��� -� �;�	����
 ������ ��
 3���"���

!����+� +� ���+ ��	 ��	����� �� -���
 � �����������

,��-��	����

�� �����
� ������

�� �� ����	 ���� � ��������� ���	���	 �����	 � �����	 �	 ����

�����	 2���	 �� 
���	�-�� �� �	
�	 �� �	���	�� ����������� ���

��	������ �� ���� ����	� +� ��� ��� ��
����� 8������� �����

�����	 2���	���� 0�����	 	����� �� ��� 8������� 2���	���

�� ���� �� ����
 -� �
���
����
 -� ����	�� ���� ����	���
�

6�F7�6�%7� #��� ����
 ���	��� ��� ��
� ��	 ������ �;�	������

�� ��� �	�� �	 ��	 ����������� �� � ��	�� 
���-����

�� �����

#�� -��- �	 �	�
�	� �"���� �� ��� ����� ����� �� ����

�� �
��	���� ������ ������
 �� ��	�������� �����-�� �������

������� +� ��� ������������� 	�-��� �����	�� �� -��-� +����

"��� �����	 �� � ����������	��� �� � ��	���� ������ ��
 ����

��� ������ �	�� �� ���� ������������ ���� #��� 
���� �����

�����	�� ������� ��	�� ������ �� ����
� �� ������������

�� ���� ����	� +� ��� ��� -��-� �� ��� ��������� �	��� ��

8������� ��	����	�� �� �	����
�����

?���	� �' !��-� +��� ���.�	� �	���

�� ���� �����

#�� ����"� �� ��� -��-� �� ���	� ����������� �	 ��� �� ����

�����
 �� ��� ����� ����� +� ���� �-�����
 �-��� ��� -�

	���	
�
 �� � ����������� 
������
� 1�� +�� �� 
���	�-�

���� � 
������
 �� <�	�� ����	� ��
 ��� -� �Æ������� 	���

	������
 -� ,��- �	���� 6��7�0 ,��- �	��� �� 
�	���


-� ����	������ ��� ��������
 ��
������� �� ����� ���� �� �

<�	�� �������� �� � �
����
������
 ���� � ������ 1� �����

�	������ ���� ��	��; ��		�����
� �� � �	������ ����� ��
 ���

��	
����� �� ��� ��
�; �� ���� ��-���
 �� ��� ��	��;@ 2���A�

/� 
�2�� ��	 ����������� �	�� �� � ����������� ,��-�

�	����

438



A

A

B

B

R

Reeb graph

3D object

Condensing connected components

Labeling

Discribe the change of genus
by a branch of graph 

?���	� �' ,��- 8	���

���� ��
���
����
 �� ����������� ����������

�� ����� +� +��� ����	 �;�	��� ��� ��
�� �� ��� �	������

,��-��	���� ����� +� +��� �� ����
 ������������ ������

-����� �� ���� �;�	������� ���� �
��� +��� -� 
������
 ��


	���	
�
� 0���	
��� �� <�	�� ����	�� ���� ����	
�����

����� +��� ����� -� ������ �� 
���	
��� ��� �������� �� ���


������
� ����� -��-� ������ -���	�� +� ��� "��� 
����	
�

��� ������������� �����-�� �����	�� +���� ����
 -� ������


-� 
���	
������ ����� ��
 ����	 ��	��-������

/� �������� ���� ��� � +������
 �	��� ���� ���� �
�� ��

��-���
 +��� �����	� ����	
����� ���� �� ��� �	��� �� -��-�

��
 
�
���� �� ��� �	���� #��� ����	
����� +��� -� ���
 ��

���� 
������� �� ����� �	�����

 � !�����
� ���������

 ��� "��� ������
� �� 
����

�� �	
�	 �� ����
 ��� �;�������� 
������� �� ��� ��
-��
������� �� ��
�� �� ��� ��
� 
���� �� ��� �	��� ��� ��
�� �	�
2	���� 
�����
 ����� ��� ����	
����� �� -��-� ��		�����
�
��� �� ��� ��
�� ���� �� �	��� ��
 
���� �� 3��
	���� 
��

���� @������ � � � ��� A ����

�� � ��� � ���

�� � ���� � ����
�
� ���

��

�
�
�

�� � ����� � �������� � ��������� � ����
� � ����� � ����

��

������ � �������� � ���������� � ����
� � ���� � ����

��

�	
�
 ��� �

���

��
��

��� �

�

����

�

����

�� � ������ � ���� � ��� ��

� � �� � � � �����

,��	�������� � ��
� �� � ����� �� ��� �����	� ����� +��� ���

�	
������ @�������� � � � ���A @2���A� #�� �+� ��
�� ��� �
�

�


������ �� ���� �	� ��� ���	��� ���	�

?���	� �' <������� �� ��
��

�����#' �� �	
�	 �� 2�
 �� �
-�

�
 �
���� +� 	���	


���� 
������� -��+��� ��� ��-���� �� ��� +���� ��
���

 ��� !�����
� �� $���� ���� �����

/� 
�2�� � ��
���	��� �@����A -��+��� �+� ,��-�

�	����� ���� ����� ���� ����� �������� �	���
 ��
��� �� ��


���	�-�
 -� ��� ��-�	��� �� ��� �����-�	���
 ����� ����

��� ��
-�	 �� �
���� #��� �� � ��	������ �� ��� 
����
 ��

6�G7�

�@����A � � @����A�� @���A�

� @����A �
�

���������

�@�� ��A �
�

�
@
�

����

����
�
�

������

�� ���
A�

#�� ��
���	��� �@�� ��A -��+��� ��
�� �� �� �� 
�2��
 ��

���� �� � � ��	
�
�

 � �� �

��� � ��� �

�
���� � ��� �
�

��� � 
� � �� �
��� � ��� �

�
���� ���� �
�
�
�

:�	� ��� ��� �	� ��� ��
-�	 �� �	���
��� ��
�� �� �� �
��

������ ��� ��
-�	� �� ��-��
�� �� �
�� � �� ��� +����� ��

������ ��
 ��� ��� � /��� �� � ��� � G��� � ��� � G�

��� ��"�� �	
@������A � ���	
@��� ���A � �� H�� H�� �	� ���

��
-�	 �� ��
������� ��
��� ���
��� 
���� �	�
 ��� ��
�

� ���� ��� 	��� ��
��

%� ���
�����
�

#�� �
���� �� 48�	��0�	����!�-����?�=�:�����B����<��"


	���9�		���9����	5 �	� ���
 �� ��
�������� #�� 
���	��

-����� ��	����� �������	 �� 8������� ��	����	� ��	 ���

�	�����
���� ���� 
 �	� ��
����
� #�� ����������� 	��	��

���������� �	 ��	����� ��
�
@�� �A�� ��
�

@�� �A�� ��
�
@�� �A� �	�

��	
�
 -� 8������� 2���	��� �� � � � �����-�	���
� #��

-��-� �	� ������ �� �����	 ��� �������� ��	� �� ��� ��������

��	� �� ��� 8������� ��	����	��� ���� �	�����	
�
 �� -���	�

�
����� �� ?���F ���� ��� ,��- �	��� �� ��
�
@�� �A� ��

��� 8�	� �� ���+�� #�� �	����� 
����
 �� ���� ������
 ��

����	���� �	����� ��
�	 ��	���� �����"� �� ���	<�	"�F�G �

#�� 
������� 	������ �� ��
���	��� -��+��� ��� �	������ ��



���	
�
 48�	�5 �	� ���+� �� #�-�� �� <������� -��+���


���	
�
 48�	�5 ��
 ����	 �
���� �� ���+� �� #�-�� ��

#���� 	������ ���+� � 
���	�
������� ��	��	
���� ���


������ ��	 ����	���� �	����� �	 
�����	����

439



0����" � 0����" �

&9�8'�GG G�>F�F &98'>G G�>FG�

&9�8'$G G�>�F$ &9�8'�G G�>FF>

&9�8'=G G�>��G &9�8'%G G�>���

&9�8'FG G�>��� &9�8'�% G�>�F�

&9�8'�G G�>�$= &9�8'�% G�>��>

&9�8'�G G�>�=� &9�8'�% G�>��G

0??�D�'� G�>��F 0??�D�'� G�$%��

0??�D�'� G�>F�G 0??�D�'F G�$$��

0??�D�'% G�>��G 0??�D�'= G�>G�=

0??�D�'� G�>��F 0??�D�'$ G�>���

,1#0#�1D'G��% G�>%�� ,1#0#�1D'G�%G G�>�%%

,1#0#�1D'G��% G�>G�G ,1#0#�1D'G�>G G�$=F�

,1#0#�1D'��GG G�$��F ,1#0#�1D'%�GG G�$FG%

,1#0#�1D'�G�G G�$F�G ,1#0#�1D'�%�G G�$�F�

,1#0#�1D'�G�G G�$G�F ,1#0#�1D'F%�G G��>>�

,1#0#�1D'>G�G G�>$�F ,���0B�'G�%G G�$�G�

,���0B�'G��% G�$>G� ,���0B�'G�>G G�>%>�

,���0B�'���G G�>�F$ ,���0B�'��%G G�>G>%

,���0B�'��GG G�>G�= 9�D,'�G G�>$F>

9�D,'�G G�>$�� 9�D,'�G G�>�%�

9�D,'FG G�>$G� 9�D,'%G G�>=�$

9�D,'=G G�>��$ 9�D,'�G G�>$G�

9�D,'$G G�>$F% 9�D,'>G G�>�>�

9�D,'�GG G�>$�F � �

#�-�� �' ��
���	���'48�	�5 � �����"�
 ����

�
��� � �
��� �

0�	��� G�FG�= !�-��� G�%���

?�= G���%� :���� G�F>G%

<��" 
	�� G�F��G B��� G����F

9�		�� G�FF%F 9����	 G�%�$%

#�-�� �' ��
���	���'48�	�5 � ����	 �
����

0
50

100
150

200
250

300

0
50

100
150

200
250

300
0

50

100

150

200

250

?���	� F' ,��- 8	��� �� ��	����	� �� ,�


������
���

��� �� �����	
 �� �	

 �� ���� �������	��� �� ���� ��
���

�	�
 �� ���� ������� ��� !����
� 	�� �����	 �
 ��!������

���"�#�"�$���������

��� �� �����	
 %�&�
���'�
 �� ���	��
 �� ���� �����

(�) �����
 *������
 +�)� �
 ��� ,�#�,�$
 -� � ����

�#� �� �	

 �� ���� �������	��� �� ���# ��
���	�
 ��

���� ������� ��� !����
� 	�� �����	 �
��!����#���"."�

",/
�������#

�/� &� 0	����1���2 �)�'�� 3����
	� ��1)	������

�.� 0�4)����� ��� 3���	5��� ������) �� �� ��
� 	��) !
��	��

��� +	�	��
 ��
 ,.�$"
 6����7

�,� ��3� 8�����

 �� ������	��
 ��%� ���
 ��*� 0	�� !999

&������ 	��� �� ��  ��� 3��)��	� ��� ����	�� !� �))	�����


�: 6.72 .�"�.#"
 �"",�

�$� ;� %��<��
 ��3� 8�����
 ��� 3� 8����� !� ����� 4	�� !� �

����� �� ���)�������  �����=� ��#/��#//
 ���	����
 �"$$�

�:� >���	����'�
 &����		 !999 &������ 	��� �� ��  ��� 3��)�

��	� ��� ����	�� !� �))������
 +�)� ��
 (�� "
 ��� �
1��


�"":�

�"� ��%�1��� ��� >���	����'� !� ���� 	���) ������) �� ��
�

�� �� +	�	��
 .: 6�7
 �"�#.
 ���/�

���� ��%	)���
 >���	����'�
 &����
���
 &�0� ���		 ����� 3��

�!??;3�% �����

���� 3�&�4�
����
&�0����		
 ���	�����+��)��
�""$�

���� ����0�
��>�%��
��@����
���������
 �������	�� ��

!��9���/
&�	'��
���/

��#� 8�8�A��
��*��'�����
3�%�&�'B�
!999 �	���) ��������

	�� 
����	��
 +�)���
(��
��/��/"
�������/

��/� 0���<�� +	))� 
!�&�>����
�	���) �����
<�)//
����#"�

�.�
�"".�

��.� 0���<�� +	))� 
!�&�>����
��@�+��1���
�������	��

!��;�"":
3�� ��)	��

440


