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1. 緒言

近年，数値シミュレーションは様々な分野において必要

不可欠な技術となっており，高性能計算の需要が高まって

いる．しかしながら，多数のマイクロプロセッサを用いた

並列計算に頼る現在の大規模計算機では，プロセッサの増

加に伴う並列処理効率の低下や消費電力の増大が問題とな

っている．これは，任意のプログラムを実行可能な汎用マ

イクロプロセッサが，対象とする計算に対して必ずしも効

率的ではないことが原因である．マイクロプロセッサでは，

チップ面積の大部分が，キャッシュメモリ，分岐予測機構，

命令スケジューラといった計算以外の目的に使用されてお

り，本来実装可能な演算器が犠牲となっている．また，複数

のプロセッサを接続した並列計算機では，ネットワークや

共有メモリを起因とするオーバヘッドのため，各プロセッ

サの稼働率はさらに低下する．このため，目標の計算性能

を実現するため多数のプロセッサを用いることとなり，さ

らなる処理効率低下や消費電力の増大を招くことになる．

これに対して，計算問題に特化した構造により高い台数

効果の下，効率良く高性能を実現する専用計算機が研究さ

れている．特に，近年ではマイクロプロセッサを上回る浮動

小数点演算性能を持ちつつある FPGA (Field-Programmable
Gate Array)[1]を用いて数値計算のための専用計算機を構築

する試みが為されている[2][3][4][5]．Smith らは，FPGA を

用いて，流体計算の大半を高速化するアクセラレータを構

築した[4]．このアクセラレータは，バッファを含む専用デ

ータパスによりデータ入出力の帯域低減を図りながら高ス

ループットの計算を実現している．He らは，FPGA によ

る電磁場計算専用の計算機を提案した[5]．He らの専用計

算機でも，バッファを用いて入力データを活用し，入力デ

ータを再利用することにより，高次精度の差分計算を高速

に実行するためにデータ入出力帯域を低減している．

本研究では，差分解法に基づく計算問題を指向した専用

計算機を提案している．これまで，単一の FPGA を用い

た試作実装では，96 MHz動作にもかかわらず 18.3GFlops
の単精度浮動小数点ピーク性能を実現し，差分法に基づく

２次元の伝熱計算，流体計算および電磁波計算に対して

14.7 GFlops 以上の実効性能を確認できた[6]．提案する専

用計算機はアレイの規模に比例した計算性能を有すること

から，複数 FPGA による大規模実装を次の目標としてい

る．このためには，十分な FPGA 間帯域が必要となる．

本論文では，現在利用可能な FPGA が，複数 FPGA に

よる実装に対して十分な I/O 帯域を持つことを検証する．

まず，アレイの規模や動作周波数，計算問題における通信

頻度のパラメータを用いて，FPGA 間要求帯域のモデルを

与える．次に，専用計算機の試作結果に基づいて実際の要

求帯域を求める．最後に，現在利用可能な FPGA につい

て I/O 帯域の評価を行い，複数の FPGA を用いた実装にお

いて，提案するアレイ型専用計算機が FPGA 数に比例す

る性能を実現できることを示す．

2. 差分法および専用計算機のアーキテクチャ

2.1 差分法

差分法に基づく数値計算では，微分方程式を近似した差

分式に対して反復計算を行い，数値解を得ることが一般的

である．例えば，2 次元ラプラス方程式(1)に対して中心

差分を適用すると，差分式(2)が得られる．

∂2φ ＋ ∂2φ ＝ 0 (1)
∂x2 ∂y2

φn+1
i, j ＝ c1φn

i-1, j ＋ c2φn
i+1, j ＋ c3φn

i, j-1 ＋ c4φn
i, j+1 (2)

ここで，φは位置(x, y)と時間(t)のスカラ関数，φn
i, j は格

子点(i, j)に離散化されたφであり，n は反復数である．c1,
..., c4 は差分格子に依存する定数である．反復法の一つで

あるヤコビ法では，式(2)の計算を全格子点に対して繰り

返すことにより，φi, j の数値解を得る．このような反復法

は，各格子点毎の計算の並列性および規則性に加えて，各

格子点計算が近傍格子点にのみ依存する局所性を持つ．

SOR法や multi grid法による他の反復解法や高次差分スキ

ームを用いる場合でも，得られた差分式の計算が式(2)の
ような隣接格子点の値に対する累算の組み合わせに帰着で

きると考えられる．

2.2 差分法専用計算機のアーキテクチャ

本研究では，式(2)のような累算を高速に計算するため

のアレイ型の専用計算機を提案している[3][6]．アレイ型専

用計算機の構造と計算領域の関係を図 1 に示す．3 次元ア

レイでは大規模化に伴い配線が問題となるため，FIFO を

介したメッシュネットワークによる 2次元アレイを採用し
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図 1 アレイ型専用計算機の構造と計算領域の関係
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ている．2 次元直交格子上の計算では，各計算要素(PE)は
格子を分割して得られる部分格子を担当し，上下左右

(NSWE)の PE と必要なデータを通信しながら任意の項数

の累算を並列に実行可能である．3 次元格子の計算の場合

には，例えば式(2)に z 方向の差分を加えた 6 項の累算を

行ない，各 PEに柱状の部分領域を割り当てることにより，

2 次元のアレイでも上下左右の隣接 PE との通信を行ない

ながら並列計算が可能である．

PE は図 2 のデータパスを持ち，マイクロプログラムに

より指定された順番に複数の演算を実行可能である．浮動

小数点積和演算器(MAC)は前の計算結果に加算を行なう

累算モードを持ち，ローカルメモリへの中間結果の書き込

み無しに，累算を連続して計算することができる．

MAC は 5 段のパイプラインとして実装されており，ロ

ーカルメモリから読み出されたデータや隣接 PE から送ら

れてきたデータを入力できる．また，MAC の出力を上下

左右の隣接 PE に送ることができる．MAC では，加算器

の出力から加算器の入力への 3段前へのフォワーディング

により累算を実現しているため，累算は 3サイクル毎の入

力に対して連続に行なわれる．このため，積和演算器の稼

働率を高めるには，3 つの累算式の各項を交互に入力する

必要がある．

φn+1
0,0 ，φn+1

1,0 ，φn+1
2,0 のそれぞれに対し，式(2)を計算するた

めのマイクロプログラムを図 3 に示す．第 1，第 2 オペラ

ンドは入力を，第 3オペランドは出力を書き込むローカル

メモリのアドレスを，第 4 オペランドは MAC の出力を送

信する隣接 PE を表す．この例では，1，4，7，10 サイク

ルの 4命令がφn+1
0,0 に対する 4項の累算を行っている．10サ

イクルでは，計算結果をローカルメモリに書き込むと同時

に S(下)とW(左)方向の 2つの隣接 PEに転送する．

これまで，単一の ALTELA社 StratixII FPGAを用い，12
×8の 96個の PE からなるアレイ型専用計算機の試作を行

った[3][6]．96 MHzで動作する本計算機のピーク性能は 18.3
GFlops である．伝熱問題，流体問題，電磁波問題の 2 次

元計算に対して 8 割以上の MAC の稼働率と 14.7 GFlops
の単精度浮動小数点実効性能が得られた．次の目標として，

単一の FPGA を越える計算性能の実現に向けて，複数の

FPGA を用いたアレイ型専用計算機の構築を目指している

ところである．図 4 に示すような複数 FPGA の 2 次元配

列上に大規模なアレイ型専用計算機を実装する場合、各 PE
で滞りなく計算を行うためには FPGA 間の通信帯域が十

分である必要がある。要求される帯域は、計算における隣

接 PEへのデータ送信頻度により左右される。次章では、PE
の性能と要求帯域のモデルを与え、PE の性能を低下させ

ずに済むための FPGA間通信帯域の条件を導く。

3. 複数の FPGAを用いた拡張

3.1 アレイ型専用計算機の性能モデル

アレイ型専用計算機の実効性能 P は，アレイの規模で

ある PE数 N，演算器の稼働率 Uおよび動作周波数 Fとの

積によって与えられる．

P＝ N U F (3)
FPGA あたりの PE 数を NPE とすると，FPGA 単体の実

効性能は PFPGA＝NPE U F になる．FPGAを M個用いる場合

には，演算器の総数が M 倍になるものの，FPGA 間の通

信帯域による制約等のために，実際に得られる性能は P≦
M PFPGA となる．以下では，P＝M PFPGA となる帯域条件に

ついて議論する．

3.2 通信帯域による制約

図 5 に隣接 FPGA 間の通信機構を示す．これをリンク

と呼ぶ．各 PE の送信するデータサイズを s とすると，Nb

個の PE が同時に送信するリンクあたりのデータサイズは

s Nb となる．各 PE は最大で毎サイクル 1 つの演算結果を

隣接 PE に送信するため，動作周波数 F に対して，リンク

あたりの最大通信帯域は s Nb Fとなる．

しかしながら，図 3のマイクロプログラムのように，実

際の計算ではデータ送信は全てのサイクルにおいて起こら

ない．ここで，プログラムにおけるある方向へのデータ送

信命令の最小間隔を dサイクルとすると，リンクに対する

必要帯域 wb は次式で与えられる．

wb ＝
s Nb F (4)d

例えば，図 3の例では，S方向への通信命令が 10，11，12
サイクルに連続して実行されるため，S 方向のリンクに対

する dは 1となる．

図 2 計算要素のデータパス

1: mul c1, W , ,

2: mul c1, phi[0,0], ,
3: mul c1, phi[1,0], ,

4: mac c2, phi[1,0], ,
5: mac c2, phi[2,0], ,

6: mac c2, phi[3,0], ,

7: mac c3, S , ,
8: mac c3, S , ,

9: mac c3, S , ,
10: mac c4, phi[0,1], phinew[0,0], SW

11: mac c4, phi[0,1], phinew[0,0], S
12: mac c4, phi[0,2], phinew[0,0], S

図3 累算を行うマイクロプログラム
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FPGA の I/O に必要な帯域 wFPGA 各リンクおける必要帯

域の和として与えられる．図 4に示すように，FPGAを 2次
元アレイ状に配置する場合，wFPGA は式(5)より与えられる．

wFPGA ＝ s F ( NbN ＋ NbS ＋ NbE ＋ NbW ) (5)dN dS dE dW
各 FPGA の I/O 帯域を WFPGA とすると，PE をストールさ

せないためには wFPGA≦WFPGA でなくてはならない．wFPGA

を小さくするために Nb，U または F を下げると FPGA あ

たりの計算性能 Pも低下するため，好ましくない．一方，

各方向の d を十分に大きくできれば，FPGA あたりの性能

を低下させずに帯域条件を満たすことができる．

3.3 FPGA間データ通信命令の最小間隔 dの見積もり

本節では，実際の計算問題に対し，dの見積もりを行う．

不必要に nop命令を挿入することにより dを大きくするこ

とも可能であるが，同時に演算器の稼働率 U が低下して

しまうため，ここでは U を変えない範囲で命令のスケジ

ューリングを行う場合の dについて考えることにする．

実際の計算問題ではデータを送信しない命令もあるた

め，データを送信する命令を等間隔に並べることができれ

ば，d は 1 よりも大きい値となる．各格子点に対して差分

式を計算するのに I 命令を必要とし，各 PE が G 個の格子

点を計算する場合，各 PE が担当する部分格子に対して計

算を行うには G I 命令必要である．次に，FPGA 間のデー

タ送信を生じる命令の数を考える．図 6に示すように，隣

接 PE に計算結果を送信する必要のある格子点は部分格子

の端に並ぶ Gb 個であるとし，データ送信命令を均一に配

置できるとすると，dは次式より求められる．

d＝ G I
(6)Gb

式(6)において，Iはアルゴリズムによる因子であり，

格子点あたりの演算数が多いほど通信間隔を広くできるこ

とを意味する．対して G / Gb はハードウェア規模と計算

規模による因子であり，2 次元または 3 次元の計算格子で

は，G はそれぞれ O(Gb
2)，O(Gb

3)となるため，総じて PE
が担当する領域が大きいほど dも大きな値を持つことが予

想される．

4. ２つの FPGAを用いた実装と性能評価

前節では，専用計算機のハードウェアパラメータおよび

ソフトウェアパラメータから FPGA 間に要求される通信

帯域を求めた．本節では，これが現在利用可能な FPGA
のチップ間 I/O帯域よりも十分に小さいことを示す．

4.1 専用計算機の試作実装と各計算問題における dの値

本研究で過去に行った単一 FPGA による試作[3][6]の 2 倍

の規模の PE アレイを，LVDS による高速差動通信を行う

データ通信ユニットにより接続された 2 つの FPGA 上に

実 装 し た ． 実 装に は ， DiNI 社 製 の FPGA ボ ー ド

DN7000k10PCIに搭載の 2つの ALTERA Stratix II FPGA
(EP2S180-F1508-C5)を用いた．各 FPGA に 12×8＝96 個

の PE を実装し，これらが 96 MHz で動作することを確認

した．境界 PE 数は NbE＝NbW＝8 である．各 PE の送信す

るデータサイズ sは，単精度浮動小数点 32 bitに制御信号 1
bit を加えた 33 bit である． d＝1 の場合における最悪値を

考えた場合，E,W方向の求帯域は式(4)より wbE＝wbW＝25.3
Gb/sとなる．

一方，隣接 FPGA間に実装できた差動通信の帯域はWbW

＝36.1 Gb/s であった．使用している FPGA ボードの配線

上，同じ帯域を実現できる LVDS チャンネルが未使用状

態にあるため，試作に用いた Stratis II FPGAでは，d＝1
の場合でも FPGA あたりの計算性能を落とさずに複数の

FPGA を 1 次元配列にした拡張が可能であることが確認さ

れた．

しかしながら，FPGA を 2 次元配列として並べた場合，

NbE＝NbW＝8，NbS＝NbN＝12を用いて要求帯域を計算する

と，wbE＝wbW＝25.3 Gb/s，wbS＝wbN＝38.0 Gb/s，wFPGA＝126.7
Gb/sとなる．対して，FPGAの I/O帯域は，実装できた 36.1
Gb/s と未使用の 36.1 Gb/s を合わせて WFPGA＝63.2 Gb/s で

しかないため，d＝1では wFPGA≦WFPGA を満たさない．

次に，実際の計算問題における dを評価するため，ベン

チマーク問題として，式(2)の Jacobi 法による 2 次元熱伝

導計算(Jacobi)，フラクショナルステップ法による 2 次元

正方キャビティ強制対流計算(Frac)[3]，FDTD 法による 2
次元電磁波伝播計算(FDTD)を作成し[6]，d が大きくなる

よう手動により最適スケジューリングを行った．それぞれ

の計算条件および dを表 1 に示す．表 1 において，dの理

論値は式(6)を用いて求めた値であり，実測値はスケジュ

ーリングを施したプログラムの持つ実際の dである．両方

ともW方向リンクにおける値である．Jacobiと Fracでは，

理論値になるまでスケジューリングできた一方，FDTD で

は理論値よりも小さな dが得られた．これは，FDTDでは，

図 5 FPGA間の通信機構 図 6 PEが担当する部分格子図 4 2次元 FPGAアレイ
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境界条件のために格子点に対する演算順序の制約が厳し

く，手動では式(4)の見積もりほど理想的なスケジューリ

ングが困難であったためである．

しかしながら，これらのベンチマーク問題に対して得ら

れた d は 6 ～ 32 と大きく，FPGA 間要求帯域は d ＝ 1 の

場合の 1 / 6以下で済むことが明らかとなった．このため，

Stratix II を用いた本試作に対しては，FPGAの 2次元配列

による拡張でも FPGA 間帯域が問題とならないことが確

認された．

4.2 入手可能な FPGAの I/O帯域の評価

現在入手可能な FPGAの LE (Logic Element)数，DSPブ

ロック数，チップ I/O帯域を表 2に示す[7]．また，36×36 bit
整数乗算を行う DSP ブロック数より，FPGA あたり実装

可能な PE数 NFPGA を与えた．FPGAへの要求帯域 wFPGA は

式(5)を用いて，Nb＝√N，s＝33 bit，F＝96 MHz，d＝1，2
次元 FPGAアレイとして求めた．対して，実装可能な FPGA
間の総通信帯域 WFPGA は，各 FPGA において利用可能な

LVDS チャンネル数と最大のビットレートとの積により求

めた．表 2より，ハイエンド向けの Stratix IIIと Stratix II
においては，各 FPGAの持つ計算性能に対して WFPGA は十

分に大きいことが分かる．一方，低価額の Stratix II GX，
Arria GXと Cycloneでは，wFPGA≦WFPGA を満さないため帯

域が不足する．しかし，実際の計算問題では dが 1より大

きい値を持つことが予想されるため，これらの FPGA で

も帯域条件が問題とならないことが期待される．

5. 結言

本論文では，差分法のためのアレイ型専用計算機を複数

の FPGAを用いて拡張する場合の FPGA間帯域について，

ハードウェアおよびソフトウェアのパラメータによりモデ

ル化を行った上で，試作による評価を行った．その結果，

現在利用可能な FPGA では，FPGA の 2次元配列による拡

張において通信帯域に余裕があり，FPGA 数に比例した計

算性能を実現可能であるとの見通しが得られた．これは，

実際の計算問題では，最適スケジューリングにより通信命

令の間隔を広げることにより，要求される通信帯域を低く

抑えられるためである．

現在，ボード上にある 2 つの FPGA を用いて，単体の

FPGA による実装と比べて 2 倍の規模のアレイによる計算

に成功したところである．今後は，複数の FPGA ボード

を高速差動通信により接続し，提案するアレイ型専用計算

機の高い台数効果を実証する予定である．
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表 2 現在利用可能な FPGA のハードウェア資源と予測される PE 数および要求帯域

シリーズ Stratix III Stratix II Stratix II GX Arria GX Cyclone III Cyclone II
FPGA EP3SL340 EP3SE260 EP2S180 EP2SGX90F EP1AGX90 EP3C120 EP2C70
LE数 338 000 254 400 179 400 90 960 90 220 119 088 68 416
ALM数 135 200 101 760 71 760 36 384 36 088 ─ ─
ALUT数 ─ ─ 143 520 72 768 72 176 ─ ─
メモリの総容量 [Kb] 20 491 17 876 9 163 4 415 4 477 824 3 888 1 125
DSPブロック数 72 96 96 48 44 288 150
PE 数 NFPGA 144 192 96 48 44 72 37
2次元配列での要求帯域 wFPGA [Gb/s] 152 176 124 88 84 108 155
LVDSチャンネル数 132 240 152 59 45 110 128
チャンネルあたりの通信帯域[Mb/s] 1 250 1 250 1 000 1 000 840 400 640
FPGAのI/O帯域 WFPGA [Gb/s] 165 300 152 59 38 44 82

表 1 各ベンチマークの計算条件および結果

ベンチマーク Jacobi Frac FDTD

差分式を計算する命令数 I 4 3 3
各 PEが担当する格子点数 G 8×12 4×6 6×9
部分格子の境界格子点数 Gb 12 6 9

データ送信命令 理論値 32 12 18
の最小間隔 d 実測値 32 12 6

FPGA間の必要帯域 Wb [Gb/s] 0.79 2.11 4.22
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