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１． まえがき 
近年，コンピュータグラフィックス (CG)処理用のプロセ

ッサである GPU (Graphics Processing Unit) の性能は著しく

向上している．GPU は内部にシェーディング処理を行うパ

イプラインを持ち並列処理が可能である．GPU の演算性能

及びコストパフォーマンスは CPU に比べ格段に優れてい

る．GPU に搭載されたシェーダはプログラム可能であり，

単精度浮動小数点演算を行うことができる．GPU を用いて

CG 処理以外の汎用的な数値計算を高速化させる研究は，

GPGPU (General Purpose on GPU) と呼ばれており最近盛ん

に行われている[1][2][3]． 
2 次元定常熱伝導方程式の数値計算を行う専用計算機の

アーキテクチャが提案されている[4]．FPGA に実装し、専

用計算機の妥当性が示されている．このアーキテクチャを

基に，パイプライン数を増やせば計算高速化されることに

なる． 
本研究では，GPU を用いて２次元定常熱伝導方程式の数

値計算を実装し並列計算を行った．GPU として NVIDIA 社

製の Geforce8800 GTX を使用した．CG 処理のテクスチャ

を用いて 2 次元空間に対する温度配列を GPU に割り当て

並列計算を行った．開発環境として，DirectX 10 と上位レ

ベルシェーダ言語 (HLSL) を使用した．その結果，CPU の

みで計算した場合に比べ，約 15 倍の計算高速化が達成さ

れた． 

2 ．2 次元定常熱伝導方程式の数値解法 

2 次元熱伝導方程式は次式となる． 
 
 
 
ここで，T は温度，λは熱伝導率，ρは密度，c は比熱，

Q は外部から与えられた熱量を示す． 
定常な場合，温度の時間変化は一定となることから，式 

(1)は次式となる． 
  
 
 
 
式 (2) に中心差分を適用し，x, y 方向の空間離散間隔を h

とすると，2 次元定常熱伝導方程式の差分式は次式となる． 
 
 
 
 
 

式 (3)において，求める温度は     である．数値解を求め

るのに次式を用いる． 
 
 
 
 
式 (4) の差分計算を計算領域の全離散点について行う．

収束解を求めるために，各離散点において，式 (4) の差分

計算を繰り返す．n は，式(4)の差分計算の繰り返し回数を

示す．これにより，収束した解が定常解となる． 

3．GPU を用いた定常熱伝導方程式の数値計算 

3.1 定常熱伝導方程式の数値計算の実装 
GPU を用いた定常熱伝導方程式の数値計算フローチャー

トを図１に示す．CPU において，計算領域の温度配列を

CG 処理で使用するテクスチャに割り当てる．テクスチャ

を GPU に転送し，n 回目の式(4) の差分計算で求められた

温度配列データは，GPU を搭載したグラフィックスボード

上のビデオメモリのテクスチャバッファに格納される．シ

ェーダ・プログラムにより，テクスチャバッファに格納さ

れた温度配列を用いて n+1 回目の式 (4) の差分計算が GPU
内で行われる．この計算結果である温度配列データをテク

スチャを用いて CPU に戻す．これを繰り返し熱伝導方程

式の定常解を求める． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.2 シェーダ・プログラミング 

GPU に２次元定常熱伝導方程式の差分計算 (式 (4)) を実

装する手順を図２に示す．最初に，頂点シェーダにおいて，

４つの頂点をスクリーンの端にくるようにセットする．こ
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START

初期設定
n ← 0 

END 

n ← n +1  

CPU 処理 GPU 処理 

テクスチャ 

テクスチャ 

頂点シェーダ 
(Vertex Shader) 

ピクセルシェーダ

(Pixel Shader) 

ラスタライザ 
(Rastalizer) 

図１ GPU を用いた本数値計算のフローチャート 
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の頂点は，２次元の計算領域の頂点となる．次に，ラスタ

ライザの自動補間機能を用いて，四角形ポリゴンを描画す

る命令を与え，その頂点に囲まれたピクセルが生成される．

その後，ピクセルシェーダにおいて，補間されたテクスチ

ャ座標データを，熱伝導数値計算で用いる温度配列の座標

データとして利用し，式(4)の差分計算を行う．  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ピクセルシェーダのプログラムは，次のようになる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4．数値計算モデル 

 数値計算モデルを図３に示す．計算領域を 512×512 と

した．その中心の座標(256, 256)に温度一定な熱源 Q=1.0 を

配置した．計算領域の終端の境界条件にディリクレ条件

( 温度:T = 0 )を与えた．式 (4)を図３の全計算領域に適用し，

この差分計算を繰り返すことにより，定常解を求めた． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5．結果 

計算領域 512×512 において，式 (4) の差分計算を 10 万

回繰り返し，その計算時間を測定した． CPU 単独での計

算時間（SSE 命令を使用）と，本手法による GPU を用い

た計算時間を比較した．その結果を表１に示す．  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

CPU （秒） GPU（秒） 速度比 
204 13.5 15.1 

 
本手法による GPU を用いた計算では，CPU 単独で計算

した場合に比べ，約 15 倍計算高速化された．10 万回差分

計算を繰り返したあとの CPU 単独で計算した結果と GPU
を用いて計算した結果を比較したところ，GPU を用いた計

算は，単精度を保持していることが確認された． 

6．まとめ 

CG 処理を用いて，２次元熱伝導方程式の数値解法を

GPU に実装した．その結果，CPU 単独の計算と比べ，約

15 倍の計算高速化を実現することができ本手法の有効性が

示された．また，CPU 単独の計算結果と比較したところ，

本手法は単精度を保持していることが確認された．これに

より，本手法による GPU を用いた定常熱伝導方程式の数

値計算は，単に高速化するだけではなく，科学技術計算と

して利用できることが示された． 
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図２ GPU における定常熱伝導方程式の差分計算の実装 
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float4 PS0 ( VS_OUTPUT0 In ) : COLOR 
{ 
float4 T; 
float h=1.0f/512, H=h*h; 
float4 t1 = tex2D(temp1_Samp, In.Tex0 + float2(invTexSize, 0.0f)); 
float4 t2 = tex2D(temp1_Samp, In.Tex0 + float2(-invTexSize, 0.0f)); 
float4 t3 = tex2D(temp1_Samp, In.Tex0 + float2(0.0f,-invTexSize)); 
float4 t4 = tex2D(temp1_Samp, In.Tex0 + float2(0.0f, invTexSize));  
if (In.Tex0.x == 0.5 && In.Tex0.y == 0.5 ){ 

 T.r = 1.0f; 
 T.b = 1.0f; 
 T.g = 1.0f; 
}else{ 

 T = float4((t1.xyz + t2.xyz + t3.xyz + t4.xyz)/4+Q*H/4, 1.0); 
} 
return T ; 

} 

Calculation 

温度: T =0 

(511, 511) (0, 511) 

(0, 0) (511, 0) 

(256, 256) 

熱源: Q =1.0 

x 

y 

図３ 数値計算モデル 

表１ CPU 計算と GPU 計算の比較 

CPU: Intel Pentium 4 3.6-GHz,  Memory: 2GB 
OS: Windows XP 
Driver: NVIDIA 169.21 
Compiler: Microsoft Visual Studio 2005 (option –O2) 
GPU: NVIDIA Geforce 8800 GTX 

 (Stream processors:128, Shader Clock:1.35-GHz) 
Graphics API: Directx10, Shading language: HLSL 
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