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1 はじめに

量子計算量の代表的なクラスであるBQPやZQP に

関連して，振幅を制限した場合の量子計算量クラスが導

入され，研究されてきた [1, 3, 4, 8]．

1.1 量子チューリング機械

量子チューリング機械 (Quantum Turing Machine, 以
下 QTMと略称)[2, 4, 5, 6] M は，内部状態を表すため
の有限集合 Qと，ブランク記号 Bを含む入力記号の有
限集合 Σ の組 (Q,Σ) を土台として, 遷移関数 δ : Q ×
Σ × Q × Σ × {0,±1} → Cを与えることにより定義さ
れる．M の計算状態は，内部状態 q ∈ Q，有限個の位
置を除いて Bであるようなテープ状態 T : Z → Σ，お
よび読み書きヘッドの位置 ξ ∈ Z，に対応する標準基底
|q, T, ξ〉によって張られる複素ヒルベルト空間 H(Q,Σ)
の単位ベクトルとして表される．そのとき，δが定める

M の時間発展

Mδ |q, T, ξ〉 =
∑

p∈Q,τ∈Σ,d∈{0,±1}
δ(q, T (ξ), p, τ, d)

∣∣p, T τξ , ξ + d
〉
,

ただし T τξ (m) =




τ m = ξの時

T (m) それ以外

は，H(Q,Σ)におけるユニタリ変換でなければならない．
任意の集合K ⊆ Cについて，δの値域をK に制限した

ときの QTMを QTMK と表記する．

一般性を失うことなく，QTMは unidirectionalかつ
マルチトラックであるとしてよい．`トラックの場合，組

Σ = Σ1×· · ·×Σ`上のテープ状態をT = (T (1), . . . , T (`)),
T (i) : Z → Σi で表記する．入力記号列 xのみが位置 0
を左端として書かれているトラック状態を T [x]と表記
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する．特に，λは長さ 0の文字列を表し，T [λ]は全て B
で埋めらられたトラックである．

さらに，本論文では stationaryな QTMのみを扱う．
QTM M の計算状態は，入力 xに対する初期状態 ψ0 =∣∣q0, (T (1)[x], T (2)[λ], . . . , T (`)[λ]), 0

〉
から出発して， 特

定の時点 tM (x) ∈ Nにおいて内部状態 q̂ が最終内部状

態 qf 取り，ヘッド位置 ξ̂が 0となって停止するものとす
る．すなわち，ψt = M t

δψ0を時点 tにおけるMの計算状

態，EをH(Q,Σ)の部分空間への射影作用素とするとき,
‖E(ξ̂ = 0)E(q̂ = qf )ψtM (x)‖ = 1，かつ時点 t < tM (x)
においては ‖E(q̂ = qf )ψt‖ = 0である．このとき，tM (x)
を入力 x に対する M の計算時間と呼び，accM (x) :=
‖E(T̂ (0) = T [x])E(T̂ (1) = T [1])ψtM (x)‖ を入力 x の

受理確率, rejM (x) := ‖E(T̂ (0) = T [x])E(T̂ (1) =
T [0])ψtM (x)‖を入力 xの拒否確率と呼ぶ．

1.2 BQPK, ZQPK

定義 1. 言語 Lが BQPK に属するとは，ある QTMK

M と多項式 f が存在して，任意の x ∈ Σ∗について，(i)
tM (x) ≤ f(|x|)，(ii) x ∈ L ⇒ accM (x) ≥ 2/3，(iii)
x 6∈ L⇒ rejM (x) ≥ 2/3 が全て成り立つことである．

定義 2. 言語 Lが ZQPK に属するとは，ある QTMK

M と多項式 f が存在して，任意の x ∈ Σ∗ につい
て，(i) tM (x) ≤ f(|x|)，(ii) x ∈ L ⇒ accM (x) ≥
1/2 ∧ rejM (x) = 0，(iii) x 6∈ L ⇒ rejM (x) ≥ 1/2 ∧
accM (x) = 0 が全て成り立つことである．

1.3 これまでの結果

Bernstein and Vazirani[2]は，実数R = 2π
∑∞
i=1 2−2i

が「ある多項式 f が存在して，任意の ε > 0について

⋃
{kR+ [−ε, ε] (mod 2π) : k ∈ Z, |k| ≤ f(1/ε)}
⊇ [0, 2π]
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である」ことから，BQP{0,± cosR,± sinR,±1} = BQPC̃
を証明した．ここで，C̃は多項式時間チューリング機械
によって任意の精度で近似計算可能な複素数の集合を表

す [2].その後，Adlemanら [1]は，同じ性質をもつ任意
の実数 θ について，BQP{0,± cos θ,± sin θ,±1} = BQPC̃
を示し，とくにBQP{0,± 3

5 ,± 4
5 ,±1} = BQPC̃を示した．

QTMと一様量子回路の等価性 [9]および Shorの結果 [7]
から，BQP{

0,± 1√
2
,±1
} = BQPC̃も示されている．西村

[4]は ZQP{0,± 3
5 ,± 4

5 ,±1} ⊆ ZQP{
0,± 1√

2
,±1
} を示した．

1.4 今回の結果

定理 1. 任意の実数 θ および整数 k ≥ 1 について，
γ =

√(
1− 2(cos θ)2k

)2 sin2 θ + cos2 θ, cos θ′ = cos θ
γ ,

sin θ′ = (1−2(cos θ)2k) sin θ
γ とおくと，

ZQP{0,± cos θ,± sin θ,±1} ⊇ ZQP{0,± cos θ′,± sin θ′,±1}

が成り立つ．

定理 1に θ = π/4, k = 3を入れると，西村 [4]と同じ
結果が得られる．

2 屈折回路

1 量子ビット状態 α |0〉 + β |1〉 へのユニタリ変換の
ペア (A,B) を与えて定まる，k + 1 量子ビット状態∑
x∈{0,1}k αx |x〉 ⊗ (α |0〉+ β |1〉)へのユニタリ変換

CCk(A,B) :=
∑

x∈{0,1}k
x6=1k

|x〉 〈x| ⊗AB

+
∣∣1k〉 〈1k

∣∣⊗BA

を, k 制御ビットつきの交換ゲート (Controlled Com-
mutation Gate) と呼び，図 1 で表記する．ここでは，

A,B としてパウリ X 変換 X =

(
0 1
1 0

)
と θ 回転変換

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, 0 < θ < π/2,を与えて，図 2の

回路を構成し，k制御ビットつきの屈折回路 (Controlled
REFractor)と称し，CREFk と表記する．CREFk の k

制御ビット (図 2の回路の上位 k ビット)での観測量を
x̂と記し，Eを射影作用素とするとき，以下の補題が成

立する．

•
α |0〉+ β |1〉 CC1(A,B)

••
α |0〉+ β |1〉 CC2(A,B)

•••
α |0〉+ β |1〉 CC3(A,B)

図 1: CCk(A,B)(k = 1, 2, 3)

Rθ X • Rθ X

CC1(X,Rθ)

Rθ X • Rθ X

Rθ X • Rθ X

CC2(X,Rθ)

Rθ X • Rθ X

Rθ X • Rθ X

Rθ X • Rθ X

CC3(X,Rθ)

図 2: CREFk(k = 1, 2, 3)
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補題 1. γ =
√(

1− 2(cos θ)2k
)2 sin2 θ + cos2 θ, cos θ′ =

cos θ
γ , sin θ′ = (1−2(cos θ)2k) sin θ

γ について，

E(x̂ = 0k)CREFk
∣∣0k〉⊗ (α |0〉+ β |1〉)

= γXRθ′(α |0〉+ β |1〉)

が成り立つ．

証明. k + 1ビット量子状態

(XRθ)⊗k
∣∣0k〉⊗ (α |0〉+ β |1〉) =

∑

x∈{0,1}k
(sin θ)k−

∑
i xi(cos θ)

∑
i xi |x〉 ⊗ (α |0〉+ β |1〉)

に CCk を施すと

∑

x∈{0,1}k
x6=1k

(sin θ)k−
∑
i xi(cos θ)

∑
i xi |x〉 ⊗XRθ(α |0〉+ β |1〉)

+ (cos θ)k
∣∣1k〉⊗RθX(α |0〉+ β |1〉) · · · (1)

に発展し，さらに k制御ビットに (XRθ)⊗k を施して射
影 E(x̂ = 0k)を取ると，

∑

x∈{0,1}k
x6=1k

(sin θ)2(k−∑i xi)(cos θ)2
∑
i xi
∣∣0k〉⊗XRθ(α |0〉+ β |1〉)

+ (cos θ)2k
∣∣0k〉⊗RθX(α |0〉+ β |1〉)

=
∑

x∈{0,1}k
(sin θ)2(k−∑i xi)(cos θ)2

∑
i xi
∣∣0k〉⊗XRθ(α |0〉+ β |1〉)

+ (cos θ)2k
∣∣0k〉⊗ (RθX −XRθ)(α |0〉+ β |1〉)

=
∣∣0k〉⊗ (XRθ + (cos θ)2k

(−2 sin θ 0
0 2 sin θ

))
(α |0〉+ β |1〉)

=
∣∣0k〉⊗

(
(1 − 2(cos θ)2k) sin θ cos θ

cos θ (2(cos θ)2k − 1) sin θ

)
(α |0〉+ β |1〉)

= γ
∣∣0k〉XRθ′(α |0〉+ β |1〉)

を得る．

パウリ Z変換を Z =

(
1 0
0 −1

)
と表記する．

補題 2. 任意の y ∈ {0, 1}k, y 6= 0k, について，

E(x̂ = y)CREFk
∣∣0k〉⊗ (α |0〉+ β |1〉)

= 2(−1)1+
∑
i yi(sin θ)1+

∑
i yi(cos θ)2k−∑i yi

|y〉 ⊗ Z(α |0〉+ β |1〉)

が得られる．

証明. 任意の y ∈ {0, 1}n, y 6= 0k について，量子状態
(1)の k制御ビットに (XRθ)⊗k を施して射影 E(x̂ = y)
を取る．以下の演算においては，一般性を失うことなく,

y1 = 1であると仮定してよい．すると，
∑

x∈{0,1}k
x 6=1k

(−1)
∑
i xiyi(sin θ)(k−∑i xi)+(k−∑i xi⊕yi)

· (cos θ)
∑
i xi+

∑
i xi⊕yi ⊗ |y〉XRθ(α |0〉+ β |1〉)

+ (−1)
∑
i yi(sin θ)

∑
i yi(cos θ)2k−∑i yi |y〉 ⊗RθX(α |0〉+ β |1〉)

=
∑

x1∈{0,1}
(−1)x1

∑

(x2,...,xk)∈{0,1}k−1

(sin θ)−1+(k−∑i≥2 xi)+(k−∑i≥2 xi⊕yi)

· (cos θ)1+
∑
i≥2 xi+

∑
i≥2 xi⊕yi |y〉 ⊗XRθ(α |0〉+ β |1〉)

+ (−1)
∑
i yi(sin θ)

∑
i yi(cos θ)2k−∑i yi

|y〉 ⊗ (RθX −XRθ)(α |0〉+ β |1〉)
= (−1)

∑
i yi(sin θ)

∑
i yi(cos θ)2k−∑i yi

|y〉 ⊗ (−2 sin θ 0
0 2 sin θ

)
(α |0〉+ β |1〉)

= 2(−1)1+
∑
i yi(sin θ)1+

∑
i yi(cos θ)2k−∑i yi

|y〉 ⊗ Z(α |0〉+ β |1〉)
を得る．

3 定理1の証明

テープの外に 2ビットレジスタを持つようなQTMを
2ビットレジスタ付きQTMとよび，その計算状態基底を{
|q, T,m〉 ⊗ |y〉 : (q, T,m) ∈ Q× Z] × Z, y ∈ {0, 1}2

}

と表記する．ここで，Z]は有限個のマスを除いて全てB
で埋められたテープ状態の集合を表す．次の補題は，西

村 [4]の Theorem 3において実質的に証明されている．

補題 3. 任意の ε > 0 に対して，以下の (i),(ii) 満た
すような，多項式以下のオーダーで増大するような関

数 f(1/ε) ∈ Z と，振幅を {0,± cos θ,± sin θ,±1}
に制限した 2 ビットレジスタ付き 2 トラック

QTM Mε = (Q, {0, 1, B}, δ) が存在すれば，
ZQP{1,± cos θ,± sin θ,±1} ⊇ ZQP{1,± cos θ′,± sin θ′,±1}
となる．(i)Mεの計算時間は，テープの初期入力が λで

外部 2ビットが y であるとき，任意の y ∈ {0, 1}2 に対
して，tMε(λ, y) = f(1/ε)である．(ii)

E(T̂ (2) = T [1])(Mε)
f(1/ε)
δ |q0, (T [λ], T [λ]), 0〉 ⊗

∑

y∈{0,1}2
αy |y〉

= |qf , (T [λ], T [1]), 0〉 ⊗ (α00 |00〉+ α01 |01〉)
+
∑

T (1)

αT (1)

∣∣∣qf , (T (1), T [1]), 0
〉

⊗ |1〉Rθ′(α0 |0〉+ α1 |1〉),∥∥∥∥∥
∑

T (1)

αT (1)

∣∣∣qf , (T (1), T [1]), 0
〉∥∥∥∥∥ ≥ 1− ε

となる．
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定理 1は，与えられた実数 θ ∈ Rおよび整数k ≥ 1につ
いて，定理 1の γと θ′について，補題 3の条件を満たすよ
うな関数 f(1/ε)とQTM Mεを与えることにより，証明

される．論文 [2, 5, 6]中のプログラミング補題により，Mε

をアルゴリズム 1に従って作成する．アルゴリズム中で
振幅 {± cos θ,± sin θ}を使うのは回転変換 Rθ のみであ

り，他の変換は振幅が {0,±1}の範囲で記述されるため，
得られるMε の振幅は {0,± cos θ,± sin θ,±1}に限られ
る．アルゴリズムの中のパラメータを t :=

⌈
γ−2 ln(1/ε)

⌉

と取り，(1−γ2)t ≤ εを満たさせる．kおよび θは定数で

あり，そのときのアルゴリズムのステップ数は O(kt) =
O(ln(1/ε)) なので, Mε の計算時間 f(1/ε) も f(1/ε) =
O(ln(1/ε))でよい．
便宜上，Mε の外部 2ビットの内の左ビットを L，右

ビットを Rと表記する．また，トラック T (2) の位置 0
のビットを A，トラック T (1) の位置 ki + j のビットを

C
(i)
j と記し，C

(i) = (C(i)
0 , . . . , C

(i)
k−1)とおく．アルゴリ

ズム 1の計算におけるメモリー状態は，計算基底
{|A〉 ⊗

∣∣∣C(0), . . . , C(t−1)
〉
⊗ |L,R〉 :

C(i) ∈ {0, 1, B}k, A, L,R ∈ {0, 1, B}}

上の単位ベクトルで表記される．このとき, 補題 3を証
明するには，初期状態

|B〉 ⊗ ∣∣Bk, . . . , Bk〉⊗
∑

y∈{0,1}2
αy |y〉

でアルゴリズム 1を呼び出して復帰してきた結果の量子
状態に，射影作用素 E(Â = 1)を施せば，状態

|1〉 ⊗ ψ0 ⊗ (α00 |00〉+ α01 |01〉)

+ |1〉 ⊗
t−1∑

i=0

ψi ⊗ |1〉Rθ′(α10 |0〉+ α11 |1〉),

ただし，

ψi :=
∑

C(0),...,C(i−1)∈
{0,1}k−{0k}

αC(0),...,C(i−1)

∣∣∣C(0), . . . , C(i−1), 0k, Bk, . . . , Bk
〉
,

∥∥∥∥∥
t−1∑

i=0

ψi

∥∥∥∥∥ ≥ 1− ε

が得られること示せばよい．

実際，アルゴリズム 1 のステップ 3 で戻るときの状
態は

|1〉 ⊗ ψ0 × (α00 |00〉+ α01 |01〉) · · · (2)

である．さらに，ステップ 5～29の for文のループiにお
いて，ステップ 6が始まる時点での状態が

|B〉 ⊗ φi ⊗ (α10 |10〉+ α11 |11〉) · · · (3)i

ただし，

φi :=
∑

C(0),...,C(i−1)∈
{0,1}k−{0k}

βC(0),...,C(i−1)

∣∣∣C(0), . . . , C(i−1), Bk, Bk, . . . , Bk
〉
,

‖φi‖ ≥ (1− γ2)i

で，かつステップ 25で戻るときの状態が

|1〉 ⊗ ψi ⊗ |1〉Rθ′(α10 |0〉+ α11 |1〉) · · · (4)i

であり，かつステップ 31でもどるときの状態が

|0〉 ⊗ ψt ⊗ |1〉Rθ′(α10 |0〉+ α11 |1〉) · · · (5)

であることを示す．従って，アルゴリズムが戻った時の

メモリ状態は (2) +
∑t−1
i=0(4)i + (5)であり，それに射影

E(Â = 1)を施せば，確かに (2) +
∑t−1
i=0(4)i を得る．

実際，ループ0のときの開始状態は (3)0である．そこ

で，ループiのときの開始状態が (3)iであると仮定する．
ステップ 6～21では，iが与えられたときに，C(i)の各

ビットに 0 をセットしてから，それらを制御ビットと
し Lをターゲットビット (図 2の最下位ビット)として，
CREFkを施している．ステップ 22～25では，その結果
の制御ビットを観測して 0k が得られた場合の処理を行
うので，補題 1によりステップ 25で戻るときの状態は
(4)iである．ステップ 26～28では，y ∈ {0, 1}k, y 6= 0k

がえられた場合の処理なので，補題 2により，ループiの
終了状態 =ループi+1 の開始状態は (3)i+1 となる．

さらに，各ステップの変換は距離を保つので，ステ

ップ 22 の if 文が開始するときの状態 φ′i のノルム値は

‖φ′i‖ = ‖φi‖であり，その状態を φ′i = E(Ĉ(i) = 0k)φ′i+
E(Ĉ(i) 6= 0k)φ′i によって直和分解した結果として ψi =
E(Ĉ(i) = 0k)φ′iと φi+1 = E(Ĉ(i) 6= 0k)φ′iが得られるの
で，‖φi‖ = ‖φ′i‖ = ‖ψi‖ + ‖φi+1‖ であり，補題 1より
‖ψi‖ ≥ γ2‖φi‖ でもあるので，‖φi+1‖ ≤ (1−γ2)‖φi‖ ≤
(1− γ2)i+1 も示される．特に，‖φt‖ ≤ (1− γ2)t ≤ ε で
あり 1 = ‖φ0‖ =

∑t
i=0 ‖ψi‖ なので，

∑t−1
i=0 ‖ψi‖ ≥ 1− ε

も示される．

最後に，ステップ 2,7,24,30の定値代入操作は，一般
にはユニタリ変換ではないが，実際は代入前の値が Bに
固定されているため，例えばBと各代入値との交換操作
であるとみなすことによって，ユニタリ変換に拡張でき

ることを，注意しておく．
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アルゴリズム 1 屈折回路を組み込んだアルゴリズム
1: if L = 0 then

2: A← 1
3: return
4: end if

5: for i = 0 to t− 1 do

6: for j = 0 to k − 1 do

7: C
(i)
j ← 0

8:

∣∣∣C(i)
j

〉
← Rθ

∣∣∣C(i)
j

〉

9:

∣∣∣C(i)
j

〉
← X

∣∣∣C(i)
j

〉

10: end for

11: if C(i) = 1k then

12: |R〉 ← X |R〉
13: |R〉 ← Rθ |R〉
14: else

15: |R〉 ← Rθ |R〉
16: |R〉 ← X |R〉
17: end if

18: for j = 0 to k − 1 do

19:

∣∣∣C(i)
j

〉
← Rθ

∣∣∣C(i)
j

〉

20:

∣∣∣C(i)
j

〉
← X

∣∣∣C(i)
j

〉

21: end for

22: if C(i) = 0k then

23: |R〉 ← X |R〉
24: A← 1
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