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1 まえがき

ディジタルフィルタ [1]は，通信，画像処理などの幅広

い分野で利用されている信号処理回路である．波形保存

が要求される応用では，信号が通過する通過域において

減衰がなく一定であり，かつ平坦群遅延特性，つまり直線

位相特性を有するフィルタが望まれる．

ディジタルフィルタは，インパルス応答が有限長の

FIR(Finite Impulse Response) フィルタと，無限長の

IIR(Infinite Impulse Response) フィルタに分類される．

FIR フィルタは安定性が保証されており，完全直線位相

特性を容易に実現することができる．しかし，その位相特

性はフィルタ次数によって一意に決まり，急しゅんな振幅

特性を得るためには高次数が必要であるため，遅延時間

が大きくなるという問題がある．一方，IIRフィルタは，

FIR フィルタと同程度の周波数特性を低次数で実現でき

る．しかしながら，IIRフィルタはその回路構成上，安定

性が保証されておらず，また，完全直線位相特性は実現不

可能であるため，通過域において直線位相特性を近似設

計する試みがなされてきた [2]-[5]．一方，我々は線形半無

限計画法を用いた安定な IIR フィルタの複素チェビシェ

フ近似設計について検討してきた [6]．この手法は，設計

対象となるフィルタの条件を制約条件として付加するこ

とができれば，同一の枠組みで設計可能な手法である．

本論文では，通過域平坦阻止域等リプル振幅特性をも

つ平坦群遅延 IIR フィルタの設計について考える．平坦

特性を考慮したフィルタ設計の従来法として，文献 [2]で

は，通過域平坦阻止域等リプル振幅特性を有する IIRフィ
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ルタの設計法が提案されている．しかし，この設計法は

振幅特性のみ平坦化を行っており，群遅延特性について

は考慮されていない．文献 [4]では，分母多項式で通過域

の群遅延特性を最大平坦化してから，対称な分子多項式

を用いることで振幅特性の近似を行っている．文献 [3]で

は，阻止域平坦通過域等リプル IIRフィルタを設計し，遅

延器と並列接続することで，近似的に直線位相特性を有

するチェビシェフ型 IIR フィルタを設計する手法が提案

されているが，得られる群遅延は整数に限定される．ま

た，文献 [5]では，通過域における振幅特性と群遅延特性

に平坦条件を与え，阻止域に Remezアルゴリズムを適用

し，繰り返し一般化固有値問題を解くことで設計する手

法が提案されている．しかし，この設計法では安定性を

考慮しておらず，また，Remezアルゴリズムを適用する

前に阻止域に適当な零点を配置して初期値を求めている

ため，アルゴリズムは初期値に依存する．

本研究では，まず，阻止域等リプル振幅特性を実現する

ため，阻止域における IIR フィルタの複素近似設計問題

を線形半無限計画問題として定式化する．このとき，設

計問題に対する制約条件として，通過域における振幅特

性と群遅延特性の平坦条件，フィルタの安定性を保証す

る条件を付加する．これにより，通過域における平坦振

幅特性と平坦群遅延特性を実現し，IIRフィルタの安定性

も考慮する．そして最後に，定式化した設計問題に対し，

線形半無限計画法の 1手法である 3段階法 [6]を用いるこ

とで最適設計を行う手法を提案する．3段階法は，有効な

制約条件の選択，隣り合って有効となった制約条件の統

合，最適性条件である KKT(Karush-Kuhn-Tacker)条件

に基づく制約条件の調整により最適解を算出する手法で

あり，これにより，通過域平坦阻止域等リプル振幅特性
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をもつ安定な平坦群遅延 IIRフィルタの最適設計を行う．

設計例により，提案法の有効性を示す．

2 IIRフィルタの複素近似設計問題

本章では，阻止域等リプル振幅特性を有する IIR フィ

ルタの最大誤差最小化基準による複素近似設計問題につ

いてまとめる．

IIRフィルタの入出力関係は次式で表せる．

y(k) =
N∑

n=0

anx(k − n) −
M∑

m=1

bmy(k − m) (1)

ここで，x(k)，y(k) はそれぞれフィルタの入力信号と出

力信号であり，an，bm はフィルタ係数，N，M はフィル

タ次数である．(1) 式を z 変換して得られる IIR フィル

タの伝達関数は次式となる．

H(z) =
A(z)
B(z)

=

N∑
n=0

anz−n

1 +
M∑

m=1

bmz−m

(2)

H(z) に対して，z = ejω として得られる周波数特性を

H(ω)，所望特性を D(ω)とすると，最大誤差最小化基準

による IIR フィルタの複素近似設計問題は，H(ω) によ

る D(ω) の複素チェビシェフ近似問題となり，次式で表

される．

min
a0,··· ,aN
b1,··· ,bM

max
ω∈Ω

W (ω)|H(ω) − D(ω)| (3)

ここで，Ωは近似帯域，W (ω)は重み関数である．

3 半無限計画問題への定式化

本章では，(3)式の問題を半無限計画問題へ定式化する．

(3)式において，H(ω)は有理関数であるため，このま

までは扱いづらい．そこで，所望特性を D(ω)B(ω)とし

て，A(ω)で近似する問題へと書き換える．

min
a0,··· ,aN
b1,··· ,bM

max
ω∈Ω

W (ω)
|B(ω)|

|A(ω) − D(ω)B(ω)| (4)

次に，複素領域における最小化問題である (4)式を，実回

転定理 [7]を用いて実領域の最小化問題に変換する．実回

転定理は，ある複素数 z = x + jy に対して回転パラメー

タ rを与えたとき，その大きさ |z|が次式で算出可能であ
ることを示す定理である．

|z| =
√

x2 + y2 = max
r∈Φ

Re
{
zejr

}
(5)

ここで，Φ = [0, 2π)である．

実回転定理を (4)式に適用すると，

min
a0,··· ,aN
b1,··· ,bM

max
ω∈Ω
r∈Φ

W (ω)
|B(ω)|

Re
{
(A(ω) − D(ω)B(ω))ejr

}
(6)

となる．(6)式は，最大誤差を δ とおくことで，次式の制

約付最小化問題に書き直すことができる．

min δ

sub.to
W (ω)
|B(ω)|

Re
{
(A(ω) − D(ω)B(ω))ejr

}
≤ δ

(ω, r) ∈ (Ω, Φ)
(7)

このとき，低域通過フィルタの設計を考えると，所望特

性 D(ω)は，

D(ω) =
{

e−jτdω , 0 ≤ ω ≤ ωp

0 , ωs ≤ ω ≤ π
(8)

であり，τd は所望群遅延，ωp，ωs はそれぞれ通過域，阻

止域カットオフ周波数である．ここで，本設計では阻止

域でのみ等リプル振幅特性を有することを目指しており，

通過域の周波数特性については，通過域における振幅特性

と群遅延特性の平坦条件によって規定する．したがって，

(7)式における近似帯域 Ωは阻止域のみを考えればよく，

(8)式より，阻止域の所望特性は 0であるため，(7)式は

以下のように書き換えられる．

min δ

sub.to
W (ω)
|B(ω)|

Re
{
A(ω)ejr

}
≤ δ

(ω, r) ∈ (Ω, Φ)

(9)

ここで，Ω = [ωs, π]である．

4 通過域の平坦条件

本章では，通過域における振幅特性と群遅延特性の平

坦条件の定式化を行う．

通過域振幅特性の平坦条件は，次式で与えられる．

∂i|H(ω)|
∂ωi

∣∣∣∣
ω=ωp0

=
{

1 (i = 0)
0 (i = 1, 2, · · · ,Km − 1) (10)

ここで，ωp0 は通過域上の周波数点であり，Km は振幅特

性の平坦度である．また，通過域群遅延特性 τ(ω)の平坦

条件は，次式で与えられる．

∂iτ(ω)
∂ωi

∣∣∣∣
ω=ωp0

=
{

τd (i = 0)
0 (i = 1, 2, · · · , Kg − 2) (11)

ここで，Kg は群遅延特性の平坦度である．以降は，フィ

ルタ係数に関する線形方程式を導出するため，平坦度を

K = Km = Kg と限定する．
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このとき，低域通過フィルタの設計を考えた場合，通過

域における振幅特性と群遅延特性の平坦条件は次式で表

される [5]．

∂iH(ω)
∂ωi

∣∣∣∣
ω=0

=
{

1 (i = 0)
0 (i = 1, 2, · · · , K − 1) (12)

(12)式より，

∂iA(ω)
∂ωi

∣∣∣∣
ω=0

=
∂iB(ω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=0

(13)

が導かれ [4]，以下のK 個の線形方程式が得られる．

N∑
n=0

an(n − τd)i −
M∑

m=0

bmmi = 0 (14)

ただし，i = 0, 1, · · · ,K − 1である．

(14) 式を (9) 式の設計問題における制約条件として付

加し，通過域における振幅特性と群遅延特性の平坦化を

行うが，(14) 式は等式制約であるため，次式のような不

等式制約として付加する．

N∑
n=0

an(n − τd)i −
M∑

m=0

bmmi ≥ 0 (15)

−
N∑

n=0

an(n − τd)i +
M∑

m=0

bmmi ≥ 0 (16)

5 IIRフィルタの安定条件

本章では，IIRフィルタの安定条件について考える．

IIR フィルタは安定性を考慮する必要があり，そのた

め，安定条件を制約条件として設計問題に組み込む必要が

ある．安定な IIR フィルタの必要十分条件は，その全て

の極が z 平面上の単位円内に存在することであるが，こ

の条件はフィルタ係数に対して非線形な条件となる．

本研究では，十分条件ではあるがフィルタ係数に対し

て線形な条件である正実性 [8]を用いる．正実性は，IIR

フィルタの分母周波数特性 B(ω) に対し，次式で定義さ

れる．
Re {B(ω′)} ≥ ε ω′ ∈ Ω′ (17)

ここで，Ω′ = [0, π] であり，安定性は近似帯域以外でも

満たす必要があるため，Ω′ と Ωは異なる．また，εは正

の微小値である．

(17) 式を (9) 式の設計問題における制約条件として付

加することで，設計する IIR フィルタの安定性を保証

する．

6 線形半無限計画法による IIRフィルタの最適
設計

本章では，まず，定式化した設計問題と制約条件をまと

め，次に，その問題に対して線形半無限計画法の 1 手法

である 3 段階法を用いた最適設計を行う手法について述

べる．

6.1 IIRフィルタの設計問題

通過域平坦阻止域等リプル振幅特性をもつ安定な平坦

群遅延 IIRフィルタの設計問題は，(9)式に，制約条件と

して (15)式，(16)式，(17)式を付加し，次式の半無限計

画問題の主問題として定式化できる．

min δ

sub.to
|B(ω)|
W (ω)

δ +
N∑

n=0

an cos (nω − r) ≥ 0,

N∑
n=0

an(n − τd)i −
M∑

m=0

bmmi ≥ 0,

−
N∑

n=0

an(n − τd)i +
M∑

m=0

bmmi ≥ 0,

M∑
m=1

bm cos mω′ ≥ ε − 1,

(ω, r, ω′) ∈ (Ω, Φ, Ω′) i = 0, 1, · · · ,K − 1
(18)

また，(18)式は次のように書き直すことができる．

min cT x
sub.to aT

1 (ω, r)x ≥ 0,
aT

2 (i)x ≥ b1,
aT

3 (i)x ≥ b2,
aT

4 (ω′)x ≥ ε − 1,
(ω, r, ω′) ∈ (Ω, Φ, Ω′) i = 0, 1, · · · ,K − 1

(19)

ここで，

x = [δ, a0, · · · , aN , b1, · · · , bM ]T

a1(ω, r) =[
|B(ω)|
W (ω)

, cos(−r), · · · , cos(Nω − r), 0, · · · , 0
]T

a2(i) = [0, (−τd)i, · · · , (N − τd)i,−1i, · · · ,−M i]T

a3(i) = [0,−(−τd)i, · · · ,−(N − τd)i, 1i, · · · ,M i]T

a4(ω′) = [0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
N+1

, cos ω′, · · · , cos Mω′]T

b1(i) = [1, 0, · · · , 0]T

b2(i) = [−1, 0, · · · , 0]T

c = [1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
N+M+1

]T

とおいた．また，一般的な最適化問題では主問題よりも

双対問題を扱ったほうが，制約条件の数を変数の個数ま
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で抑えることができ，問題を解く際の計算量を軽減でき

る．そこで，(19)式に対する双対問題を考えると，

max
K−1∑
i=0

b1(i)y2(i) +
K−1∑
i=0

b2(i)y3(i)

+
∑

ω′∈Ω′

(ε − 1)y4(ω′)

sub.to
∑

(ω,r)∈(Ω,Φ)

a1(ω, r)y1(ω, r)

+
K−1∑
i=0

a2(i)y2(i)

+
K−1∑
i=0

a3(i)y3(i)

+
∑

ω′∈Ω′

a4(ω′)y4(ω′) = c,

y1(ω, r) ≥ 0, y2(i) ≥ 0,
y3(i) ≥ 0, y4(ω′) ≥ 0,
(ω, r, ω′) ∈ (Ω,Φ, Ω′) i = 0, 1, · · · ,K − 1

(20)

となる．ここで，y1(ω, r), y2(i), y3(i), y4(ω′)は双対変数

である．

6.2 3段階法による設計

(20)式を線形化し，線形半無限計画法の 1手法である

3 段階法を用いて解く [6]．3 段階法は，有効な制約条件

の選択，隣り合って有効となった制約条件の統合，最適性

条件に基づく制約条件の調整の 3 段階操作により，最適

解を算出する方法であり，これにより最適設計を行う．

6.3 設計手順

本研究で提案する 3 段階法による IIR フィルタの設計

手順を以下に示す．

1. 分母フィルタ次数M，分子フィルタ次数 N，平坦度

パラメータ K，周波数分割数 S，回転パラメータ分

割数 T，安定制約用の周波数分割数 U，所望群遅延

τd，阻止域カットオフ周波数 ωs，正の微小値である

パラメータ εを与える．また，|B(ω)| = 1とする．

2. 連続パラメータを離散化した (20)式をシンプレック

ス法 [9]で解く．

3. 2.で得られた bmを用い |B(ω)|を更新し，2.へ戻る．

ただし，bm が十分収束した場合は 3.へ進む．

4. 選択操作で得られた解より，制約条件が隣り合うか

否かを調べ，算術平均により統合する．

5. ニュートン法 [10]により，KKT条件に基づく非線形

連立方程式を解く．

ここで，1.∼3.が選択操作，4.が統合操作，5.が調整操作

に相当する．

7 設計例

提案法の有効性を確認するために，設計例を示す．こ

こで，S = 200，T = 20，U = 200，ε = 0.01 とし，所

望特性は (8)式の通りである．なお，設計例は 2π を 1と

した正規化周波数として示すため，以降は通過域，阻止域

カットオフ周波数を fp，fs と表記する．

7.1 設計例 1

設計例 1として，N = 12，M = 5，K = 10，τd = 9，

fp = 0.25，全帯域で重み 1の低域通過フィルタを設計し，

安定制約を付加せずに設計したものと比較する．

図 1 に振幅特性，図 2 に通過域付近の振幅特性，図 3

に通過域付近の群遅延特性，図 4に極配置を示す．

この設計は，CPU Pentium4 2.40GHz，メモリ 1GB

搭載の PC で約 2.7[s] で完了した．設計結果より，最

大誤差は，安定制約を付加した設計で δ = 9.95 ×
10−3(−40.04[dB]) となり，安定制約を付加していない

設計では，δ = 8.34 × 10−3(−41.57[dB]) であった．ま

た，図 1 より阻止域で等リプル振幅特性，図 2 より通過

域で平坦振幅特性，図 3 より通過域で平坦群遅延特性が

得られていることを確認できる．さらに，最大極半径は，

安定制約を付加した設計で ρ = 0.863，安定制約を付加し

ていない設計で ρ = 0.847 となり，図 4 からも設計した

フィルタは安定であることが確認できる．

図 1 より，安定制約を付加していない設計と比べ，安

定制約を付加した提案法では，最大誤差は大きくなった

ものの，通過域が広がり，より急しゅんな特性を得るこ

とに成功している．安定制約を付加しない場合，平坦条

件の等式制約のもと最大誤差制約のみで拘束されるため，

極配置とは無関係に δ を小さくする．これにより通過域

がゆるやかになったと考えられる．一方，安定制約を付

加した場合は，可能な範囲で極を単位円に近づけるため，

遮断特性が急しゅんになるが，その一方で δ がわずかに

大きくなったと考えられる．

7.2 設計例 2

設計例 2では，安定制約の有効性を確認するため，最大

極半径が単位円付近となる場合の設計例を示す．設計条

件は，N = 12，M = 5，K = 10，τd = 6.8，fp = 0.25

であり，全体域で重み 1の低域通過フィルタを設計し，安

定制約を付加せずに設計したものと比較する．

図 5 に振幅特性，図 6 に通過域付近の振幅特性，図 7

に通過域付近の群遅延特性，図 8に極配置を示す．

この設計は，設計例 1 と同様の PC で約 3.2[s] で完了
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した．設計結果より，安定制約を付加した設計では，δ =

6.24×10−2(−24.08[dB])，ρ = 0.937となり，安定制約を

付加していない設計では，δ = 6.08×10−2(−24.33[dB])，

ρ = 0.959であった．安定制約を付加していない設計と比

べ，安定制約を付加した提案法では，設計例 1と同様に最

大誤差は大きくなったが，最大極半径を小さくすること

に成功している．これは，図 6から分かるように，遷移域

付近に生じる極の半径を小さくしたためである．これに

より，最大極半径が単位円付近である場合においても安

定制約が有効であることを確認することができた．
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図 1 設計例 1の振幅特性
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図 2 設計例 1の通過域振幅特性
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図 3 設計例 1の通過域群遅延特性
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図 4 設計例 1の極配置
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図 5 設計例 2の振幅特性
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図 6 設計例 2の通過域振幅特性
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図 8 設計例 2の極配置

8 むすび

本研究では，通過域平坦阻止域等リプル振幅特性をも

つ安定な平坦群遅延 IIR フィルタの最適な設計法を提案

した．本来は非線形半無限計画問題である IIR フィルタ

の複素近似設計問題を実回転定理を用いて線形半無限計

画問題として定式化し，安定性を保証する正実性と，通

過域における振幅特性と群遅延特性の平坦条件を設計問

題の制約条件として付加し，阻止域等リプル振幅特性と，

通過域平坦振幅特性，平坦群遅延特性をもつ安定な IIR

フィルタの設計問題を定式化した．さらに，定式化した

設計問題に対し，線形半無限計画法の 1 手法である 3 段

階法を用いることで最適解を算出した．

その結果，提案法によって，通過域平坦阻止等リプル振

幅特性をもつ安定な平坦群遅延 IIR フィルタの最適設計

が可能であることを確認し，設計例より，提案法の有効性

を示した．
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