
　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　

最大クリーク問題の多項式時間的可解性 � 基本的結果 �
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�� はじめに

��完全問題は多項式時間的に解くことは不可能で

あることが強く予測されている．ここで，種々の ��

完全問題に対して，それと同様な問題が多項式時間的

に可解となる十分条件や，何らかの条件付けをしても

なお �� 完全に留まるかについて多くの研究がなさ

れている ���．いわゆる最大クリーク問題 ��� あるい

はそれと双対な最大独立節点集合問題 ���は典型的な

��完全問題であり，����	
������グラフなどの特殊グ

ラフに対しては多項式時間的解法が示されている �
�．

しかし，一般グラフに対して最大クリーク問題あるい

は最大独立節点集合問題が多項式時間的に可解となる

ような妥当な条件は，筆者らの調査した限りにおいて

は，未だ提示されていない．本論文では，一般グラフ

における最大次数�に関し，�が節点数 �に対して


��以下であるとの自然な条件が成立している場合に

ついて，その条件下では最大クリーク問題が�����の

多項式時間で可解となることを明らかにする．

本結果に先立ち，������らは極大クリークを全列

挙する ������� � �
��������時間アルゴリズムを発表

しているが ���，これを最大クリーク �個だけと出力

を限定することにより，当然この計算量は大きく軽減

できる� これに従い，筆者らは �������������のアル

ゴリズム �� !"#$%&�'� を基とした最大クリーク

抽出アルゴリズムとその最大時間計算量解析結果を発

表してきている �(�，�)�，����．本論文ではそれと同様

のアルゴリズムに基づいて，前記結論を導く．

�� 諸定義と記法

��� 本論文で対象とするグラフは* 自己閉路をもたな

い無向グラフ� � �����である� ここで* � は節点の

有限集合* �は相異なる 
節点の非順序対 ��� ��（これ

を辺と呼ぶ�の集合である� 節点 �と�は* ��� �� � �

が成り立つとき隣接しているという�

集合 � に対して* その要素数を �� �で表す� また，

集合� が順序付き集合である時，その先頭要素を � ���

で表す．

��� � � � について* � ���を � � �����の内で � に

隣接する全ての節点の集合とする� 即ち，

� ��� � �� � � � ��� �� � �� � �� � ��

�� ����を � の次数と呼ぶ�

��� 節点の部分集合	 � � について*

��	 � � ���� �� � � � �� � �	�

としたとき* ��	 � � �	���	 ��を� � �����の	

による誘導部分グラフと呼ぶ�

��� 与えられた 
 � � の誘導部分グラフ ��
�に対

して* 次が成り立つとき* ��
�は完全であるという�
��� � � 
 �� �� ��に対して ��� �� � �

このとき 
はクリークであるという� またクリーク

のサイズを �
�によって定義する�

異なるクリークの真部分集合でないクリークを極大

クリークといい* 極大クリークのうちでサイズが最大

であるものを最大クリークという�

�� アルゴリズム������ !"

アルゴリズム �� !"#$%& を図 � に示す� この

アルゴリズムは基本となる処理である深さ優先探索

& ���+に* 部分森の同一化および次数による限定

操作 �'�をそれぞれ追加した分枝限定アルゴリズムで

あり* その探索過程は図 
に示すような深さ優先探索

木の集合 �クリーク探索森と呼ぶ�として表現するこ

とができる�


��� 次数による分枝限定

探索路上である節点 �が選択されたとき* その節点

の根から葉に至る探索路の長さの上界は*その節点ま

での探索路の長さ �すなわちその節点までに構成され

たクリークのサイズ �
��にその節点の次数 ��
����

を加えたものとなる� したがってもし

�
�, ��
���� � �
����

が成り立つならば* その節点に関してはそれ以上再帰

を行う必要はない� このような操作を次数による分枝

�
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　図 � アルゴリズム�� !"#$%&

限定と呼ぶ�


��� 部分森の同一化

基本アルゴリズムに*次のような部分森の同一化と

呼ぶ節点の並べ替え処理を導入する�

���入力節点集合 �
��中の最大次数節点 � を先頭

に移す

����
��� ���を* � に隣接する

�
��� � � ��� 
 �
��

と* 隣接しない

���� � ��
��� ����� �
���

とに分割する� また ���� 内の節点を次数降順に並

べ替える�

���この順序付き節点集合

��� � ���� � �
���

を改めて ���� とおく�

このような節点の並べ替え処理を行った後に基本ア

ルゴリズムを用いてクリーク探索を行うと* 先頭の �

を根とした探索森から � を除いた部分（即ち，� の

子節点集合 �
��� を根集合とする探索部分森）と*

���� の最後部の �
��� 部分に対する探索木の集

合（部分森）とは同一のものとなる� したがって* �

を根とする探索木より得られる最大クリークの節点

数は* 最後部 �
���部分の探索から得られる最大ク

リークの節点数よりも �� の分��だけ大きい� そこで

最大クリーク抽出においては*最後部 �
���部分の

探索は行わない．また � と隣接しない各節点の集合

���� � �����	��� ����	����� 
 
 
 � ���

�次数降順�を根集合とする探索森の探索において* 最

後尾節点 ��の隣接部分はその直前の節点 ��までの探

索を終えた時点で* ����	��� ����	����� 
 
 
 � �� のいず

れかの節点の隣接部分の部分集合となるため*それま

でに得られている最大クリークよりも大とはなり得な

い �'�．従って，節点 �� からの探索は行わない�

#� 最大時間計算量評価

節点集合が �
�� で* ��
��� � � であるグラ

フに対する & ���+��
��� の最大時間計算量を

� ���
���� とした時，次ぎの関係式が成り立つ．

� ���
���� � � ���
����� 　　　　　　　　　

　　　　　　　　,
����	��

��� � ���
���� ��,��
� 　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
 
 
 ����

式末尾の ��� はこのような問題分割に必要な全ての

処理に要する多項式オーダーの計算量の上界であり*

ここで定数 � � 7は以下の様に定義する�

手続き & ���+��
���に対し* 次の再帰レベル

の候補節点集合となる �
��� および �
����

を常に空集合で与える処理を & ���+�とする� この

とき & ���+�は時間計算量�����の処理となるが*

そのような上界���を与える定数を ����式の�とす

る ���� あるグラフが与えられたとき* �� !"#$%&���
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図 
 クリーク探索森

- 部分森の同一化により再帰を行わない節点

- ��� 中の最後尾節点 �常に探索されない�

はそのグラフに対応したクリーク探索森を形成する�

すなわち�� !"#$%&���の計算量とはそのような

クリーク探索森を形成するために必要な計算量であ

る� 与えられたグラフによって計算量は異なるため*

アルゴリズムの性能を評価するに当ってはグラフの複

雑さの評価基準を導入する必要がある�

本論文では �8���)�および ����に続き* この複雑さの

基準としてグラフの最大次数�に着目する�

ここで* �� !"#$%&��� �� � ������の時間計

算量のオーダーは& ���+�� �の時間計算量のオー

ダーと同一である�

主要定理証明に先立ち* まず最大次数�をパラメー

ターとして用いた時間計算量評価結果を以下に与え

る�

%補題&節点集合が �
��で* ��
��� � �* 最大次数

が� � 7なる任意のグラフにおいて* & ���+��
���

の最大時間計算量 � ��� � � ���
����は定数 � � �

�� を用いて

� ��� � � �
���

である�

�証明�証明は最大次数�に関する数学的帰納法によ

る�

先ず，� � 7の場合に � ���
�����の計算量につ

いて考える�

�'��グラフの最大次数が 7の場合� いま � � 7に

より

�
��� � 	

であるから* �に関してアルゴリズムは �回だけ再帰

を行い* その後処理を終了する� 従って前述の定数 �

の定義により

� ���
����� � ���

である�

更にこの場合の�
���� ������� � � � 
�につい

ての計算量を考えると* まず ����	�� に対して*

その次数が 7であることにより限定操作が適用され*

次数降順に整列されていることにより残りの各 ��

������� � � � � � 
� は探索から除外される�


 
 


� ����	���� ��
����	��

図 � �7�

- 次数降順により探索されない

- 限定操作により探索されない節点

結果としてこの場合 & ���+��
�����

������� � � � � � 
� は全く実行されない� よって時

間計算量は & ���+の �再帰において次の再帰レベ

�
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ルでの & ���+の入力を全て空集合とした場合以下

となるから* 定数 � の定義により
����	��

��� � ���
���� ��� ���

が成立する� 以上と ����により

� ���
���� � � ���
����� 　　　　　　　　　

　　　　　　　　,
����	��

��� � ���
���� �� , ��
�

� ��� , ��� , ��� � ���� � � � 
 
��	���� 
 ���

よって* � � 7において題意は成立する�

次に，ある� � 7以下の全ての�において

� ���
���� � � �
���

が成立すると仮定する� この仮定のもとで* 節点数 �*

最大次数 � , �であるグラフについての計算に要す

る計算量を考える�

この節点の子節点の最大次数は�以下であるから*

そのような最大次数子節点の次数を����7 � � � ��

とおく� このとき � ���
����は* ����式と帰納法の

仮定によって

� ���
��������,�����������
� �

��
���,���

� �� �

��
��� , ���

� � �
�� 
�� ,
�

���� ��
�

� � �
�� 

��
, �����

ここで* � � 7において 

�� � � であるから

� ���
���� � � �
��� , ����

� � �
� 
 
 
 ��

� � �

������

である．

従って* 帰納法による帰結により* 任意の� � 7に

おいて補題の関係が成立する． �証明終�

これより，

%定理&節点数 �* 最大次数�のグラフにおいて

� � 
��

であるならば* このグラフに対する最大クリーク問題

は �����の多項式時間で可解である�

�証明� �補題�において � � 
� � を適用すると

　 � ��� � � �

���� � � �� 
 �� � � ����

従って* � ��� � ������

��困難な最大クリーク抽出問題に対する上記結果

より* ��完全な判定問題である最大クリーク問題に

対する本結論が直ちに得られる� �証明終�

$� むすび

一般グラフに対する最大クリーク抽出問題が*自然

な条件下で多項式時間的に可解となることを示した�

一般の最大クリーク抽出問題の最大時間計算量に

対して，筆者らは従来の評価 �����9�* を大幅に改善す

る 多項式計算領域における結果を発表してきたが �(�，

�)�* ����* 本論文における手法は，その一般結果をより

単純明快に証明する新しい基礎ともなる．
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本論文アルゴリズム�� !"#$%&の実験的確認評価

に当たって頂いた当研究室卒研生 玉田和洋君に感謝
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