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1. はじめに
本論文では共分散行列の推定法として標本共分散行列

を二重に補正する方法を提案し，それが学習パターンが
少ない場合にも有効であることを２次識別関数に適用し
て検証する．提案する共分散行列の推定法は分布に依存
しないが，検証にはクラス内分布が正規分布であり学習
サンプル数が等しい場合を扱う．
正規分布にはベイズアプローチによる Keehnの方法

[1]やGeisserの方法 [2],[3]が有効であるが，Keehnの方
法では本手法と異なり学習パターンからは決定できない
パラメータがある．Geisserの方法については認識実験
により比較を行う．
標本共分散行列を修正する方法には修正２次識別関数

[4]や Regularized Discriminant Analysis[5], James と
Steinの方法 [6]があるが，修正２次識別関数と RDAで
は学習パターンからは決定できないパラメータがある．
James と Stein の推定量は今回提案する共分散行列のも
とになった補正共分散行列とほぼ等しい性能を持つこと
が分かっている [7],[8]．
補正共分散行列は固有値の偏りの平均的な大きさに基

づき標本共分散行列の固有値（以降，標本固有値（sample
eigenvalue）と呼ぶ）を補正して得られるが，本論文で
は，さらに標本共分散行列の固有ベクトル（以降，標本固
有ベクトル (sample eigenvector)と呼ぶ）の変動に着目
することにより，固有値の新しい補正量を示す．そして，
この補正を補正共分散行列に適用して得られる共分散行
列，すなわち二重に補正された共分散行列を提案する．
以下，2.では，二重補正共分散行列について提案する．

3.では，２次元正規分布に対する二重補正共分散行列の
求め方を示す．4.では，二重補正共分散行列を採用した
２次識別関数を，２次元正規分布特徴を持つ２クラス認
識問題に適用し他の識別関数と認識性能を比較すること
により，その有効性を示す．

2. 固有値の新しい補正量と二重補正共分散
行列

2.1 母分布のぼけ

２次元正規分布の例を元に説明する．母正規分布
を N(µ, Σ) とする．議論を簡単にするため，Σ =
diag(λ1, λ2), (λ1 ≥ λ2)とし，Φは単位行列とする．図
1(a)において，Φ̃i, (1 ≤ i ≤ 3)で示した分布は正規分布
N(µ̄, Σ̃) の散布例であり，その標本平均ベクトルは µ̄i

，標本共分散行列は Σ̃iである．Φは Σの，Φ̃iは Σ̃iの
固有ベクトル行列である．太い実線の楕円が真の分布を
表す．
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(b)は (a)の各分布の中心を揃えたものであり， Σ̃ の
散布例である．その期待値は真のもの Σと一致する．

(c)は (b)の各分布の長軸を揃えたものであり，標本
固有値の散布例である．破線はこれらの期待値，すなわ
ち，分布の形の平均を表しており，真のものより細長い
形になる．標本共分散行列をこの破線と考え，真の形の
太い実線に補正することにより補正共分散行列が得られ
る [8]．

(d)は (c)と同様に各分布の長軸を揃えたものであり，
そのとき，母分布は各学習パターン集合ごとに Φ̃t

i だけ
回転して観測される．ここで (·)t は行列の転置である．
そのため母共分散行列は Φ̃t

iΣΦ̃i のように観測されるこ
とになる．破線はこのように回転して観測された母分布
の形の期待値であり，母分布より丸い形になる．
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図 1: 学習サンプルによる分布，標本共分散行列，標本
固有値，母共分散行列のぼけの例

このように標本固有ベクトルが母固有ベクトルから傾
くことによって，逆に母分布の形はぼけて見えることに
なる．筆者らはこのぼけた分布の共分散行列 Σ̆を推定
し，認識に使用する．
以下にこのことを式を用いて議論する．
ここでは図 1(d)の破線で示されるような分布の共分
散行列を求める．そこで母分布を原点移動した正規分布
を f(x |Σ) と表す．
本論文では標本固有ベクトル Φ̃を母固有ベクトルの
推定量として用いるものとする．そのため，この標本固
有ベクトルの座標系からは母分布は f(x | Φ̃tΣΦ̃) なる分
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布として観測される§．よって，標本固有ベクトルの座
標系から観測される母分布の平均的な分布 fb(x | Σ̆) は
次式となる．

fb(x | Σ̆) =
∫

f(x | Φ̃tΣΦ̃)p(Φ̃)dΦ̃ (1)

ここで Σ̆は fb(x | Σ̆) の共分散行列であり，p(Φ̃)は Φ̃の
密度関数を表す．fb(x | Σ̆) の共分散行列は次式となる．

Σ̆ =
∫

xxt

∫
f(x | Φ̃tΣΦ̃)p(Φ̃)dΦ̃dx

=
∫

Φ̃tΣΦ̃p(Φ̃)dΦ̃ (2)

また tr(Σ) = tr(Φ̃tΣΦ̃)となることから，Σ̆の固有値
を λ̆1, · · · , λ̆d , (λ̆1 ≥ · · · ≥ λ̆d) とすれば，次式が成り立
つ．ここで tr(·)は行列のトレースである．

d∑

i=1

λ̆i =
d∑

i=1

λi (3)

この共分散行列 Σ̆ による分布が Σ の分布をぼかした
ものであることは直感的に明らかである．証明は省略す
るが，次式が成り立つ．

λ̆1 < λ1 , λ̆d > λd (4)

すなわち， Σ̆ の最大固有値は母共分散行列のものより
小さく，最小固有値は母共分散行列のものより大きくな
り，ぼけることが分かる．そのため，以降この共分散行
列 Σ̆ をぼけ共分散行列と呼ぶ．
一般によく用いられる多変量正規分布の場合には，Σ
が対角行列であれば Σ̆も対角行列となる．すなわち，ぼ
けの程度は固有値のみに反映されることになる．

2.2 二重補正共分散行列
標本共分散行列からぼけ共分散行列を推定する方法は

以下に示すように２段階に分けられる．まず，文献 [7]
に従って標本固有値の偏りを補正して母固有値の推定量
とし，それをもとに母共分散行列の推定量を求める．次
に，母共分散行列の推定量を式 (2)に代入してぼけ共分
散行列の推定量を求める．母分布として多変量正規分布
が仮定できれば母固有値の推定量を式 (2)に適用してぼ
かした固有値を求めればよい．以降，このようにして推
定した共分散行列を二重補正共分散行列と呼ぶ．

3. ２次元正規分布の二重補正共分散行列
２次元正規分布の標本固有値の期待値及びぼけ共分散

行列の固有値を示す．4.の認識実験では，これらの結果
を用いて二重補正共分散行列を正確に計算している．

3.1 標本固有値の期待値
２次元正規分布の共分散行列は一般性を失わずにΣ =

diag(λ1, λ2), (λ1 ≥ λ2) とする．標本共分散行列は学
§簡単のため，Φ̃を基底とするベクトル変数に対してもx を用いる．

習パターン x1, · · · , xN から Σ̃ =
∑N

i=1(xi − µ̄)(xi −
µ̄)t/(N − 1) で計算される．Σ̃ の固有値を λ̃1, λ̃2, (λ̃1 ≥
λ̃2)と表し ，λ̃1 と λ̃2 の平均をそれぞれ

¯̃
λ1,

¯̃
λ2 と表す．

図 2には， λ1 + λ2 = 2 の場合における，いくつかの
学習パターン数 N に対する標本固有値 λ̃2 の期待値

¯̃
λ2

を示してある [7]．
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図 2: λ2 と
¯̃
λ2 の関係 (λ1 + λ2 = 2の場合)

このとき ¯̃
λ1 は次の関係式から求めることができる。

¯̃
λ1 + ¯̃

λ2 = λ1 + λ2 (5)

3.2 標本固有値から母固有値の推定

学習パターン x1, · · · , xN から得られる標本固有値
λ̃1, λ̃2から母固有値の推定量 λ∗1, λ∗2 を求める方法を示
す．ここで ¯̃

λ2(λ1, λ2)は λ1, λ2に対する
¯̃
λ2の値を表す．

もし λ̃2 <
¯̃
λ2((λ̃1 + λ̃2)/2, (λ̃1 + λ̃2)/2) であれば，次

式を同時に満たす λ∗1, λ∗2 の値を求める．

λ̃2 = ¯̃
λ2(λ∗1, λ∗2)

λ∗1 + λ∗2 = λ̃1 + λ̃2 (6)

認識実験では λ∗1 = λ̃1 + λ̃2 − λ∗2 とおき， Newton-
Raphson 法により求めた．
もしそうでなければ次式と置く．

λ∗1 = λ∗2 = (λ̃1 + λ̃2)/2 (7)

よって，補正共分散行列 Σ∗ は次式により求められる．

Σ∗ = Φ̃diag(λ∗1, λ∗2) Φ̃t (8)

3.3 ぼけ共分散行列の固有値

ぼけ共分散行列は式 (2)から求められる．
λ1 +λ2 = 2の場合におけるぼけ固有値 λ̆2 の値は，い

くつかの学習パターン数 N に対して，図 3のように求
まる．
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図 3: λ2 と λ̆2 の関係（λ1 + λ2 = 2 の場合）

3.4 二重補正共分散行列

標本共分散行列 Σ̃ = Φ̃ diag(λ̃1, λ̃2) Φ̃t の固有値に対
して 3.2 で示した方法により母固有値の推定量 λ∗1, λ∗2
が求められ，それらの推定量を 3.3で求めた図 3に適用
し，ぼけ固有値の推定量 λ̆∗1, λ̆

∗
2が求まる．そこで二重補

正共分散行列 Σ̆∗ は次式で与えられる．

Σ̆∗ = Φ̃diag(λ̆∗1, λ̆
∗
2) Φ̃t (9)

4. 認識実験
二重補正共分散行列を採用した２次識別関数を２次元

正規分布特徴を持つ２クラス認識問題に適用し，いくつ
かの識別関数と比較検討する．クラス cj , (j = 1, 2)の
分布は平均ベクトルと共分散行列がそれぞれ µj , Σj の
２変量正規分布に従うもとのする．ここでは各クラスの
生起確率 Pj は等しく，すなわち P1 = P2 = 1/2 とし，
学習パターン数も等しく共に N 個とする．

4.1 比較に用いる識別関数

比較に用いる識別関数を以下に示す．
• QDF
よく知られているように２次識別関数 QDFは次式で

表される．

Hj(x) = (x− µj)
tΣ−1

j (x− µj) + log |Σj |
−2 log(Pj), j = 1, 2

QDF (x) = H1(x)−H2(x) (10)

これは母平均，母共分散行列を使用しているので，最良
の識別関数となる．グラフの最小値がこの誤り率を示す．
• UQDF
式 (10)の µj と Σj の代りに，標本平均ベクトル µ̄j

と標本共分散行列 Σ̃j をそれぞれ用いる２次識別関数で
ある．
• RQDF
文献 [7]で提案した２次識別関数であり，式 (10)の µj

と Σj の代りに，µ̄j と式 (8)で求まる補正共分散行列

Σ∗j をそれぞれ用いる．
• WRQDF
本論文で提案している二重補正共分散行列を用いる２
次識別関数であり，式 (10)の µj と Σj の代りに，µ̄j

と式 (9)で求まる補正共分散行列 Σ̆∗j をそれぞれ用いる．
• GeisserDF

Geisserが無情報事前分布を用いるベイズ推定により
導出した次式 [2],[3]を用いる．Σ̂j は最ゆう推定量の方
の標本共分散行列である．

GeisserDFj(x) = N log
(
1 +

1
N − 1

(x− µ̄j)
tΣ̂−1

j

·(x− µ̄j)
)

+ log |Σ̂j | (11)

4.2 認識対象
認識実験には以下の典型的な４種類のデータ集合を使
用する．クラス c1 は全データ集合で共通である．

c1 : µ1 =
(

0
0

)
, Σ1 = diag(1, 1)

データ集合１ 中心が異なる単位正規分布

c2 : µ2 =
(

3
0

)
, Σ2 = diag(1, 1)

データ集合２ 同心円で大きさの異なる正規分布

c2 : µ2 =
(

0
0

)
, Σ2 = diag(9, 9)

データ集合３ 中心も形も異なる正規分布

c2 : µ2 =
(

4
0

)
, Σ2 =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

　 ·
(

9 0
0 4

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, θ = π/4

データ集合４ 中心も形も異なる正規分布

c2 : µ2 =
(

3
0

)
, Σ2 =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

　 ·
(

9 0
0 1/4

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, θ = π/4

4.3 実験方法
各クラスごとにそれぞれ N 個発生させて得られる学

習パターンから分類器を設計し，学習パターンとは独立
に発生させた各クラス 100個の評価用パターンにより誤
り率を求めた．それを 50000 回繰り返して行い，その誤
り率の平均，すなわち平均誤り率（mean error rate）を
求めた．N = 3, 4, 5, 7, 10, 15, 20 について実験を行った．
4.4 結果及び考察
データ集合１～４に対する認識実験の結果を図 4～7

に示す．各図は学習パターン数 N に対する平均誤り率
を示している．全てのデータ集合１～４に対して，本論
文で提案した WRQDF が，各 N において文献 [7]で提
案した RQDF より明らかに良い性能を示している．こ
のことは標本固有ベクトルの変動による母共分散行列の
ぼけを考慮する考え方が正しいことを示唆している．
文献 [7]では RQDF が通常使用される UQDFより優
れていたが，WRQDF はさらに優れていることは明ら
かである．
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図 4: データ集合１における平均誤り率
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図 5: データ集合２における平均誤り率

ベイズ推定による式 (11)を用いるGeisserDFに対して
は，データ集合１～３の場合には，提案手法のWRQDF
の方が認識性能が高かった．逆に，データ集合４に対し
ては GeisserDFの方が高かった．よって，WRQDFは
Geisserのベイズ推定による方式と同程度以上の性能が
あることが示唆される．
典型的な４種類のデータセットに対しては概ね上記の

傾向が見られたが，更に詳細な検討が必要であると思わ
れる．

5. おわりに
学習パターンが少ない場合には標本共分散行列はあま

り適切な推定量ではなく，これまで小さな固有値を大き
くするような認識方法が効果を上げてきた．我々は，以
前に指摘した標本固有値の偏りに加えて，標本固有ベク
トルの変動に起因する母分布のぼけもその原因の一つで
あると考察し，これをもとに標本共分散行列を２段階で
補正する二重補正共分散行列を提案した．そして，２次
元正規分布の分布モデルを用いた認識実験ではベイズ推
定で得られる手法と同程度以上に優れているという結果
が得られた．このことから，標本固有値の偏りと標本固
有ベクトルの影響に関する我々の考察の正しさとそれに
基づく提案手法の有効性が示された．
本論文では２次元正規分布の場合に有効性を検証した

が，多次元の場合においても検証したいと考えている．
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図 6: データ集合３における平均誤り率
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図 7: データ集合４における平均誤り率
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