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１． まえがき 
近年、ベイジアン・ネットワーク[1]がデータマイニング

や Web Intelligence など実際の場面で広く用いられるよ

うになってきた。ベイジアン・ネットワークはその予測効

率の高さから様々な応用に対して注目されるようになって

きたともいえる[2][3]。一般にベイジアン・ネットワーク

では、(1)データからネットワーク構造の学習,(2)得られ

た構造と証拠データより未知の変数の値を推論、の二つの

エンジンが必要であり、特に構造学習は変数数に対して

NP 完全問題である。(1)の学習について Cooper and 

Herskovits (1992)の方法[4]や MDL を用いた学習法[5]-

[8]が提案されている。いずれも一致性を持っており正当

な手法とみなされるのであるが、実際のデータに当てはめ

たときのネットワークの推論効率を比較したところ、必ず

しも一致性を持っている手法が推論効率が良いわけではな

いという結果が示されてきた[2][3]。むしろ相互情報量を

用いた MWST 法が最適であるという結果は有名である

[2][3]。このことはベイジアン・ネットワーク・モデルが

複雑な現実データを表現するためにやや単純すぎること、

言い換えると現実には真のモデルがベイジアン・ネットワ

ーク・モデルに含まれていないことに原因すると考えられ

る。 

本論では、従来、あるハイパーパラメータの値の下での

み構造推定の一致性が証明されてきた[4]-[8]に対して、

自由にハイパーパラメータを変化させても漸近的に一致性

が成り立つことを証明し、事前知識を用いて一致性を持っ

たままベイジアン・ネットワークの推論効率を最適化する

手法を提案する。具体的には、以下の提案を行う。 

①様々な情報量基準に変化する予測分布の提案 

最も一般的であるディレクレ-多項分布に基づくベイズ予

測分布は、あるハイパーパラメータの値の下でのみ構造推

定の一致性が証明されてきた[4]-[8]が本論で自由にハイ

パーパラメータを変化させても漸近的に一致性が成り立つ

ことを証明し、その漸近予測分布を求める。この予測分布

が、ハイパーパラメータを変化させることにより、様々な

従来の情報量基準(MDL, BIC, AIC, ICOMP,CAIC)に収束す

ることを示す。また、ユーザーの事前知識（アークのある

なし）をハイパーパラメータに埋め込むことも可能である。 

②一致性と推論効率の両立 

従来固定されていたハイパーパラメータの値を変化させ

ながら、一致性を持ちさらに推論効率の高いベイジアン・

ネットワーク構造学習法があることを証明する。これまで

最も推論効率の良いとされていた一致性をもたないアドホ

ック手法 MWST 法[2][3]よりも良い推論効率を得るハイパ

ーパラメータがあることを実データより示した。 

③ベイジアン・ネットワーク・ソフトウェア”Bayesian 

Discovery”の開発 

事前分布のハイパーパラメータを自由に設定・最適化でき

るベイジアン・ネットワーク・ソフトウェア”Bayesian 

Discovery”に一致性と推論効率を両立させる機能を実装

し、提案手法の有用性を高めた。 

2 ．ベイジアン・ネットワーク・ソフトウェア   
これまでにも、多くの有用なベイジアン・ネットワー

ク・ソフトウェアが開発されてきたが、大別して、 (1)確

率推論のためのソフトウェア、(2)因果モデルのデータか

らの学習のための（因果発見）ソフトウェアの二つに分類

できる。 

(1)では、複雑なネットワーク構造を多重木に変換することで、確
率伝播の計算量を減少させる Junction Tree アルゴリズムを搭
載している Hugin (http://www.hugin. com), Junction Treeアル
ゴリズムを標準として、モデルを変えて推論結果を比較できる機

能や Gibbs サ ン プ リ ン グ の機能 を持つ BayesianLab 
(http://www.bayesia.com)、通常のベイジアン・ネットワークの
みでなく、ダイナミック・ベイジアン・ネットワークの推論をさまざ

ま な ア ル ゴ リ ズ ム で 行 え る Bayes Net 
Toolbox(BNT)(http://bnt. sourceforge. net/ )などが有名であ
るし、(2)では、Cooper90[4]のアルゴリズムを搭載した商用ソフト
の Bayesware Discover (http://www.bayesware.com) 、
MML(Minimum Message Language)アプローチによる因果発見
ソフトで、GA(遺伝アルゴリズム)、Metropolis search などの確率
的探索手法を搭載したフリーソフト CaMML(Causal Discovery 
vis MML)(http://www.datamin 
ing.monash.edu.au/software/camml/ )、PCアルゴリズムと GA(遺
伝 ア ル ゴ リ ズ ム ) 探 索 機 能 を 持 つ TETRAD 
(http://www.phil.cmu.edu/projects/tetrad/)、決定木の
出 力 を 同 時 に 行 え る フ リ ー ソ フ ト WinMine 
(http://research.microsoft.com/~dmax/winmine/tooldoc
.htm)、さらに、[Cooper90][4]、C4.5, AIC,MDL, ML を評価基
準として持ち、ユーザーが新しい評価基準を定義でき、全探索、

Greedy Search を探索機能として持つ国産初のソフ ト
BayoNet[9] (http://www.msi.co.jp/BAYONET/ index.html)
などが挙げられる。筆者も変数選択機能を持ち、様々なハイパ

ーパラメータと情報量基準を持つソフトウェア「Bayesian 
Discovery」を開発してきた。今回、このソフトウェアにベイズ統
計的基礎に忠実であり、矛盾無く、ユーザーの事前知識を因果

学習に取り込むことができる機能を追加し、さらにこれを用いて

一致性を持ち、さらに推論効率の高いモデル構築機能を追加

したソフトを報告する。 

3．ベイジアン・ネットワーク  
3.1 モデル 
今 },,,{ 21 Nxxxx L= を離散 N 変数集合とし、各変数は ri個

の状態集合 },,1{ irL の中からひとつの値をとるとする。ここで、

変数 ix が値 k をとるときに kxi = と書くことにし、バックグラウ
ンド情報ξ 、 jy = を所与としたときの kx = の条件付確率 
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 図 1 ベイジアン・ネットワークの例 

を ),|( ξjykxp == と 書くことにする。 Belief 

networks は、確率構造 S と条件付確率パラメータ集合Θ
によって(S, Θ )として表される。図１は、確率構造 S の
一例である。例えば、 BA → という確率構造は、変

数 B が変数 A に依存していることを示している。ここで、

A は B の親ノードと呼ぶことにする。結果として、Belief 

networks の同時確率分布は、条件付パラメータによって、

いわゆる“チェーンルール”を用いて以下の式（１）のよ

うに示される。 
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ベイジアン・ネットワークでは、構造 Sを所与として、同

時確率分布を以下のように表すことができる。

)2(),|()|,,,(
1

21 ∏
=

Π=
N

i
iiN SxpSxxxP L

 

ここで、 },,,{ 21 iqi xxx L⊆Π は、変数 iの親ノード

集合を示している。 

 

3.2 事後分布と予測分布 
今、 ijkθ を親ノード変数集合 iΠ が j 番目のパターンを

とったときの kxi =  となる条件付確率を示すパラメータ
とする。このとき、データ X を得たときの尤度は、以下の

とおりである。 
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共益自然事前分布である以下のディレクレ分布を事前分布

に考えれば、 
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以下のような事後分布を得る。 
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ここで、MAP 推定量（maximum a posterior estimator）

は、
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4．予測分布と漸近展開 
式(6)の予測分布の形状ではこの分布が一致性があるのか
どうかが判断できない。そこで漸近展開を行う。これまで

にも Suzuki[6][7]によって求められた漸近近似では、すべ
てのハイパーパラメータが 1/2 のとき一致性を持つ MDL
基準に収束することが証明されているし、Bouckaert[8]に
よって求められた漸近近似では、すべてのハイパーパラメ

ータが 1 のとき一致性を持つ MDL 基準に収束することが
証明されている。Suzuki[7]は、Bouckaert[8]の展開が誤り
であることを指摘し[7]、すべてのハイパーパラメータが
1/2が最適であることを指摘している。 
 本論で導く漸近分布は、Suzuki[7]、Bouckaert[8]の

主張がどちらも正しいこと、さらにすべての条件付確率に

自由にハイパーパラメータを設定しても一致性が成り立つ

ことを示す。すなわち、式(6)の予測分布について以下の

定理が証明される（証明は付録参照）。 

[Theorem 1] 
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22
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のとき強一致性(Strong Consistency)を持つことが知られ

ている。したがって、式(7)は強一致性を満たし、式(6)も

満たしていることを示す。定理１の特徴は、すべての条件

付確率パラメータに関するハイパーパラメータを自由に変

化させても成り立つことであり、この定理に従えば、 

 
図２．ハイパーパラメータの値と周辺事前分布 
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Cooper らの K2[4]も一致性を持つし、Suzuki[6][7]の主張

も Bouckert[8]の主張も正しいことになる。実際には、ハ

イパーパラメータ ijkn' の値を変化させることにより、ディ
レクレ分布の周辺分布ベータ分布は図２のように変化する。

すなわち、ハイパーパラメータ ijkn' の値を大きくすればす
るほど、条件付確率パラメータの事前分布のモードは 0.5

付近で凸となり、推定値の縮約機能を高める。また、ハイ

パーパラメータ ijkn' を大きくすればするほど対応するアー
クはつきにくくなるのである。 

５．ハイパーパラメータの変化による様々な情報
量基準の表現  
また、ハイパーパラメータの値によって、予測分布の性

質が異なってくる。ここでは、式(7)のハイパーパラメー

タ n’を変化させて予測分布の性質を分析する。 

(1) nn −= )2exp(2' π のとき 

)8(:)|,(log)|(log AICKSpSp S −Θ →
)

XX  

0'>n より、この性質は、データ数 n が 46 以下まで成り

立つ。すなわち、AIC は一般に一致性を持たないが、ここ 

 
図３．「Bayesian Discovery」における個別にハイパーパ

ラメータを設定できる機能 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図４「Bayesian Discovery」のインターフェース 

表１．ハイパーパラメータの変化による一致性の比較 

n AIC MDL K2 ICOMP

50 O O O O 

100 205 75 18 1 

150 423 347 222 8 

200 486 641 487 59 

250 494 786 634 166 

300 497 908 752 385 

400 498 951 782 618 

500 487 972 835 880 

600 480 983 870 974 

700 458 985 879 994 

800 462 980 872 998 

900 432 988 881 999 

1000 424 988 897 999 

 

でも少数データの時の予測分布に一致するだけである。 
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nn )12(' −= π のとき、MDL 基準に一致する。 
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６．ソフト「Bayesian Discovery」 
「Bayesian Discovery」は Java で開発されたベイジア

ン・ネットワーク・ソフトウェアである。このソフトで 

は、式(6)や式(7)の各条件付確率のハイパーパラメータを

図３のように設定できることが特徴である。また、構造の

サ ー チ ア ル ゴ リ ズ ム は 、  1. 全 数 探 索 ,2. CH 

Procedure[Cooper90],3.Greedy Algorithm(A),4. Greedy 

Algorithm(B),5.各アークのある・なしを遺伝子とみた

GA(遺伝アルゴリズム)を用意している。すべての計算過程

は LOG として保存され、途中経過もすべて可視化できるプ

ログラムを備えている（図 4）。 

７．一致性と推論効率の評価 
7.1 一致性評価 
図１の構造よりデータを 50 から 1000 個発生させ、本ソ

フトを用いて５章で示した Cooper, MDL,ABIC, ICOMP に対

応するハイパーパラメータを設定して構造推定を行った。

このプロセスをそれぞれ 1000 回繰り返した結果、各手法

について正しく構造を推定して 1000 回中モデルが的中し

た回数を表 1 に示した。表より、少数データでは AIC に対

応するハイパーパラメータが良い値を示しているが、一致

性を持っていないためによい漸近的な成績を出せず、さら

にオーバーフィッティングとなっていることがわかる。一

方、一致性を持つ MDL に対応したハイパーパラメータでは

1000 個のデータで 989 回の的中回数に収束している。式

(7)のベイズ的アプローチでは MDL ほど成績はよくないが、

897 回に収束している。本稿で示したようにハイパーパラ

メータが 1 の一様分布を仮定した ICOMP が最も成績が良い
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ことがわかる。しかし、これらはあくまでもシミュレーシ

ョン結果であり実データではない。文献[2][3]で示される

ように必ずしも一致性を持っている手法が必ずしも確率推

論の効率が良いわけではないという結果が示されてきた。

本提案手法では、ハイパーパラメータを変化させることに

より、一致性をもったままこの確率推論の効率を最適化で

きると考えている。 

 

7.2 現実データでの推論効率評価 
 ここでは閲覧ユーザ数1000 万以上，サイト内全ページ
数10 万以上の大規模Webサイト「ISIZE」における閲覧デ

ータを用いてランダムに選択されたサイト11個中、10個の

証拠データを得たときに残りの1個を推論させたときの正

答確率を、式(7)のハイパーパラメータを0.3, 0.5, 

0.8,1.0と変化させたときとMDL、現在最も推論効率が良い

とされるMWST法[2][3]を用いて構造学習を行ったときの

100人のデータについて求め平均値を比較した。結果は表

２のとおりである。 

 

表２．ハイパーパラメータの変化による推論効率の比較 

 n’=0.3 n’=0.5 n’=0.8 n’=1.0 MDL MWST
的中率 .724 .781 .584 .482 .421 .722 
標準偏差 0.169 0.158 0.176 0.217 0.223 0.161 
 
表より、一致性の評価でよい成績を出していた MDL や

n’=1.0 のときの予測分布が推論効率が非常によくないこと
がわかる。これは先行研究で示されたとおりである。また、

文献[2][3]で示されたように伝達情報量を用いたアドホッ

クな手法 MWST 法では高い推論効率を示せた。しかし、

MWST 法には一致性がない。注目すべきは、式(7)のハイパ

ーパラメータを変化させることにより、n’=0.5 のとき、最も
よい推論効率を示すことができた。この方法では、一致性も満

たしていることが重要であり、MWST 法よりも良い効率を得るこ
とができたことが最も重要な知見である。 
ハイパーパラメータが 1以下になり小さくなると、対応するアーク
は真のモデルに対して冗長（因果が認められやすい）になりや

すい。すなわち、ベイジアン・ネットワーク・モデルは一般的に多

くの現実に対してやや単純すぎることを意味しており、そのこと

をハイパーパラメータが調整していることになるのである。 

８．おわりに 
本論では、新しいベイジアン・ネットワーク・ソフトウェア

「Bayesian Discovery」を開発し報告した。その特徴は、条件付

確率パラメータの事前分布に一般的な表現であるディレクレ-多

項分布に基づくベイズアプローチにより、事前分布のハイパー

パラメータの設定により本手法が様々な情報量基準を表現する

ことができることである。さらにソフト上の個々の変数間について

のハイパーパラメータを設定することにより、ユーザーの事前知

識を構造学習に組み込める。ハイパーパラメータの適切な設定

により、一致性を持ち、推論効率の高いベイジアン・ネットワーク

が構成できることを示し、これまで最もよいとされてきた MWST

法よりも良い推論効率を示した。さらにハイパーパラメータの推

測を最適化する経験的ベイズ手法を用いることにより、より推論

効率の良いハイパーパラメータを探索できると考えられ、今後の

課題にしたい。 
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[付録: Theorem 1の証明] 以下の Stirling series展開を用
いて以下が証明できる。 
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