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1. はじめに
等式に基づく代数仕様言語であるOBJ言語族 [1, 2, 3,

4]は，代数をモデルに持つ仕様言語であり，項書換シス
テム（TRS）[5]に基づく実行可能性が大きな特徴であ
る．TRSの重要な性質の 1つに停止性がある．停止性
は，仕様の実行が有限時間内に停止することを保証する
性質である．TRSの停止性は決定不能問題であり，数多
くの停止性の十分条件，判定ツールが提案されている．
本稿では停止性を持つ仕様の作成法に注目する．仕様作
成者の目的は，できあがった仕様の停止性判定ではなく，
停止性を持つように仕様を作成することである．そのた
めには，いずれかの停止性判定手法を深く理解し，その
手法で停止性を示せるように仕様を作成することが重要
となる．本稿では，代数をモデルにもつ代数仕様の作成
者が，直観的に理解しやすい停止性判定手法を提案する．

2. 代数仕様
OBJ言語の 1つ CafeOBJ[3]の仕様 NAT+を示す．

mod! NAT+{
[Zero NzNat < Nat]
op 0 : -> Zero
op s_ : Nat -> NzNat
op _+_ : Nat Nat -> Nat
vars M N : Nat
eq N + 0 = N .
eq M + s N = s(M + N) .

}

ソート Zero，NzNat，Nat，サブソート関係 Zero < Nat，
NzNat < Natが宣言されている．ソート Zeroの定数 0，
Natを引数に持ち NzNatを返す演算子 s ，Natを 2つ取
り Natを返す演算子 + が宣言されている．下線は，引
数の位置の指定である．M, N はソート Nat の変数であ
り，続く等式宣言で用いられる．1つ目の等式は，項（パ
ターン）N + 0が 0と等しいことを表す．Nは変数なの
で，任意のソート Natの項 tに対して，t + 0 = 0が成
り立つことを表している．2つ目の等式も同様に，任意
の Nat項 t, t′ に対して t + s t′ = s(t + t′)が成り立
つことを表している．

代数とモデル ソートと演算子の宣言部分をシグネチ
ャ，等式の宣言部分を公理と呼ぶ．シグネチャΣ に対
し，Σ-代数 M とは，ソート s に対応する台集合 Ms，
演算子 op f : s1 · · · sn -> s に対応する演算（関数）
Mf : Ms1 ×· · ·×Msn → Msから成り，順序関係にある
ソート s < s′ に対してMs ⊆ Ms′ を満たす代数である．
Σ-代数M，等式 l = rが，任意の変数からM への写像
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aに対して，ā(l) = ā(r)を満たすとき，M は l = rを満
たすといい，M |= l = rあるいはMl = Mr と書く．こ
こで āは写像 aから自然な拡張で得られる項からM へ
の写像である．公理 E のすべての等式を満たす Σ-代数
を (Σ, E)-代数と呼ぶ．
仕様は，(Σ, E)-代数の集合を意味（表示）する．mod!

で始まるモジュールは，最小の (Σ, E)-代数（始代数）を
意味し，mod*で始まるモジュールは，すべての (Σ, E)-代
数を意味する．仕様が意味する代数の集合の要素を仕様
のモデルと呼ぶ．また仕様の輸入（import）などを組み
合わせることで，大規模・複雑なシステムの仕様が作成
できる．輸入を含む仕様の意味に関しては文献 [3]が詳し
い．以下で与えられる自然数の代数N は，仕様 NAT+の
モデルである．NZero = {0}, NNzNat = N+ = {1, 2, . . .},
NNat = N = {0, 1, 2, . . .}, N0 = 0, Ns(x) = x + 1,
N+(x, y) = x + y．

仕様の実行 仕様の実行は，実装には向かない両方向性
を持つ等式を左から右への方向性を持たせた書換規則と
見なすことで行われる．書換規則の集合を項書換システ
ム（TRS）と呼ぶ．TRSによる項の簡約は，項に書換
規則を順次適用することで行われる．以下は，項 s 0 +
s s 0の簡約の実行例である．

CafeOBJ> red in NAT+ : s 0 + s s 0 .
-- reduce in NAT+ : s 0 + s (s 0)
s (s (s 0)) : NzNat

より詳しく書換列を見る．項 t0 = s 0 + s s 0を考え
る．等式 e1 = eq M + s N = s(M + N)に対し，変数 M
に s 0，Nに s 0を代入すると，e1の左辺と t0が一致す
る．等式を書換規則として適用して，対応する e1の右辺
のインスタンス t1 = s (s 0 + s 0)に置き換える．次
に，t1の部分項 s 0 + s 0に再び，同じ等式を適用し，
t2 = s (s (s 0 + 0))に置き換える．最後に等式 e0 =
eq N + 0 = Nを適用して，t3 = s (s (s 0))が得ら
れる．t3はどの等式の左辺のインスタンスにもならない
ので，簡約命令 redは t3を簡約結果として出力する．簡
約命令の入力と出力がモデルにおいて等しいという定理
が成り立つ [3]．したがって，この実行例は 1 + 2 = 3の
証明である．

3. 停止性
無限長の書換列が存在しないとき，仕様（またはTRS）

は停止性を持つという [5]．例えば，等式 e2 = eq s(0 +
N) = 0 + s Nを NAT+に付け加えると，s(0 + 0) -->e2

0 + s 0 -->e1 s(0 + 0) -->e2 · · · というループが存在
するため，停止性を持たない．

TRSの停止性の分野は，停止性の自動判定手法および
ツールの開発が中心的な話題であるが，本稿では停止性
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を持つ仕様の作成法に注目する．いくつかの停止性判定
ツールは，基本的には停止性を持つか否かの判定結果を
知らせるツールであり，停止性を持つ仕様を与えてはく
れない2．停止性を持つ仕様を作成するには，いずれか
の停止性判定手法を深く理解し，その手法で停止性を示
せるように仕様を作成することが重要であり，停止性判
定ツールは確認作業など補助的な役割を担う．停止性判
定手法には，大きく構文的な手法と意味的な手法がある．

再帰経路順序 構文的な手法では，再帰経路順序（RPO）
が代表的である．RPOは，演算子上の順序関係を種に
項の構造に基づいて再帰的に定義される項上の順序関係
であり，整礎，すなわち無限下降列を持たないという性
質を持つ．また書換規則に順序付けられればそこから生
成される書換関係にも順序が付くという特徴も持つ．し
たがって，すべての書換規則が RPOで順序付けできる
ならば，停止性が保証される [5]．NAT+は，+ > s > 0
という演算子上の順序から生成される RPOにより，停
止性を示すことができる．

RPOは，実装に向いている反面，適用範囲が狭いと
いう短所がある．RPOを想定した仕様作成は，構文を
限定的にし，代数仕様の柔軟性を損なうおそれがある．

多項式順序 意味的な手法は，整礎な代数を用いて停止
性を示す．整礎な順序関係を持つ台集合の要素に項を解
釈する．書換関係にある項を順序関係のある要素に解釈
することで停止性を保証する．代表的な手法に，演算子を
自然数上の多項式に解釈する多項式順序がある [5]．NAT+
の各演算子をM0 = 1，Ms(x) = x+1，M+ = x+2y+1
と解釈する代数M を考える．等式 e0 に対して，MN+0

= M+(MN,M0) = MN +3 > MNが成り立ち，等式 e1に
対して，MM+sN = M+(MM,Ms(MN)) = MM + 2MN + 3
> MM + 2MN + 2 = Ms(M+(MM,MN)) = Ms(M+N) が成
り立つため，M は NAT+の停止性を保証する．
代数によって項を解釈する意味的な手法は，代数をモ
デルに持つ代数仕様に一見，相性がよいように思われる．
しかしながら，仕様のモデルとなる代数では，等式 l = r
は等しく解釈される（Ml = Mr）のに対し，停止性を示
すための整礎な代数では，不等式（Ml > Mr）に解釈さ
れる．すなわち，仕様のモデルとはまったく異なる代数
を考える必要があり，仕様作成者には負担となる．

依存対 近年，停止性の分野で，依存対と呼ばれる停止
性判定に画期的な概念が提案された [6]．依存対は，等式
中の停止性に本質的な部分を抜き出した項の対である．
依存対を用いることで，これまで RPOなどで示すこと
のできなかったTRSの停止性も扱えるようになった．現
行のほとんどの停止性判定ツールは依存対を用いている．
等式の左辺のルート記号を定義演算子と呼ぶ．演算子

f の名前変え演算子を f#と書く．f#は他のどの既存の
演算子とも異なる演算子とする．項 tに対し，項のルー
ト記号を名前変えした項を t# と書く．例：t = 0 + N
のとき t# = 0 +# N．ある等式 l = r が存在し，r の

2停止性を持たない原因を出力する機能を持つツールも存在するが，
その情報から直ちに停止性を持つ仕様が得られるわけではない．

部分項 uのルート記号が定義演算子であるとき，項の対
(l#, u#)を依存対と呼ぶ [6]．

命題 1 ([6]) 項上の擬順序 & が，(1) > が整礎，(2)
&が弱単調，(3) &および >が代入に閉じている，(4)
任意の等式 eq l = rに対して l & r，(5) 任意の依存対
(l#, u#)に対して l# > u# を満たすとき，TRSは停止
性を持つ．¤
ここで，順序>は，a > b ⇔ a & b∧b 6& aで定義される．
任意の項 t, t′, 演算子 f に対して，t & t′ ⇒ f(. . . t . . .) &
f(. . . t′ . . .)を満たす &を弱単調と呼ぶ3．
命題 1で注目すべき点は，順序付けの緩和である．通

常，停止性を示す場合，すべての書換規則に対して l > r
と真に順序付けを行う整礎な項上の順序 >を構築する．
依存対を用いた方法では，依存対には真に順序づけを行
う必要があるが，書換規則は真に減じる必要はなく，増
えなければよい．

4. 代数モデルに基づく停止性判定手法
代数仕様のモデルを利用した停止性判定手法を提案す

る．前節で触れたように，多項式順序などの整礎な代数
による判定手法は，等式を不等式に解釈するため，仕様
のモデルとはまったく異なる代数を用意する必要があっ
た．ところが，依存対を用いた停止性判定（命題 1）で
は，等式を等式として解釈しても構わない．よって仕様
のモデルそのものを停止性判定の擬順序の構築に用いる
ことが可能となる．

定義 1 仕様 SP を輸入した依存対仕様 SP#を以下の
ように定義する．(1) mod*で宣言する．(2) 保護モード
の輸入宣言 pr(SP)を宣言する．(3) SP に含まれない
ソート DPを宣言する．(4) 演算子 op > : DP DP ->
Boolを宣言する4．(5) 定義演算子 op f :s1 · · · sn -> s
に対して，演算子 op f# :s1 · · · sn -> DP を宣言する．
(6) 依存対 (l#, u#)に対して，等式 eq l# > u# = true
を宣言する．¤
依存対仕様は以下のような形をしている．

mod* SP# {
pr(SP) [DP]
op _>_ : DP DP -> Bool
op f1# : ... -> DP
op f2# : ... -> DP
...
ep f1#(...) > f1#(...) = true .
ep f2#(...) > f1#(...) = true .
ep f2#(...) > f2#(...) = true .
...

}

ここで省略した f#の引数...は，元の f の引数と同じ
である．(f#

1 (. . .), f#
2 (. . .))などは依存対である．SP#

3ただし，t, t′, f(. . .) は名前変えされた記号 (g#) を含まない．
4CafeOBJでは，すべての仕様は汎用性の高い論理値の組込モジュー

ル BOOL を暗黙に保護モードで輸入しており，論理値のソート Bool，
ソート Boolの定数 true，false，論理演算子 and ， or などを明示
的に宣言することなしに使用できる．BOOL のモデルは，それぞれの
要素を自然に解釈したブール代数である．
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のモデルを考える．mod*で宣言することで，DPは任意の
集合に解釈できる．f# も任意の関数に解釈できる．演
算子 > は，依存対に対して真となる関数（述語）に解釈
される．SP を保護モードで輸入しているので，SP#の
モデルDP は必ず SP のモデルM を部分モデルとして
含まなければならない．すなわち DP以外の既存のソー
トおよび f#, >以外の既存の演算子は，DP においても
M と同じく解釈される．

定義 2 仕様 SP# のモデル DP に対し，DP> が整礎
な順序であるとき，DP を整礎なモデルという．¤

DP>(x, y)を x > yと略す．以下の定理が成り立つ．

定理 1 依存対仕様 SP#の整礎なモデルDP が存在す
るとき，SP は停止性を持つ．
証明 項上の擬順序 t & t′を以下で定義する．(t, t′)が依
存対のとき t > t′，そうでないときDPt = DPt′．命題 1
を満たすことを示す．(1) DP は整礎なモデルであるた
め>は整礎．(2) 弱単調では名前変えされた記号は考え
ない．t & t′ で (t, t′)が依存対でないならば，定義より
DPt = DPt′ である．代数モデルの性質から，任意の演
算子 f に対して，DPf(...t...) = DPf(...t′...) が成り立ち，
f(. . . t . . .) & f(. . . t′ . . .)である．(3) 代数モデルの性質
から明らかに代入に閉じている．(4) DP は (Σ, E)-代数
であるので，等式 eq l = rに対してDPl = DPr すなわ
ち l & rが成り立つ．(5) DP は SP#の各等式を満たす
ため，任意の依存対 (l#, u#)に対して，DPl# > DPu#

が成り立つ．よって，l# > u# が成り立つ．¤

5. 停止性を持つ仕様の作成法
定理 1に基づいて NAT+の停止性を示す．定義演算子
は， + のみである．仕様 NAT+#は以下で与えられる．

mod* NAT+#{
pr(NAT+) [DP]
op _>_ : DP DP -> Bool
op +# : Nat Nat -> DP
vars M N : Nat
eq +#(M, s N) > +#(M, N) = true .

}

依存対は 2つ目の等式 e1から生成される ( +#(M, s N),
+#(M, N) )のみである．依存対の各要素は，ソート DP
の項である．NAT+#のモデルDP を以下で与える．NAT+
の各要素は，自然数の代数N と同じく解釈する．ソート
DPの解釈DPDPを自然数N とし，定義演算子+#の解釈
を DP+#(x, y) = y とする．このとき，DP は NAT+#の
整礎なモデルである．実際，DP+#(M,sN) = DPN + 1 >

DPN = DP+#(M,N) より，DP は等式 eq +#(M, s N) >

+#(M, N) = trueを満たす．
ここで N+#(x, y) = y と解釈したのは，NAT+の等式
が + の 2引数目が減じるように定義されているためで
ある．依存対を用いない手法では，項全体に注目しなく
てはいけなかったのに対し，依存対を用いた本手法では
停止性に本質的な部分だけに集中できる．また，仕様の
モデルをそのまま停止性判定に用いることができる．仕

様作成者は，仕様のモデルを念頭において仕様を作成し
ているため，そのモデル上に名前変えした演算子の解釈
を与える本手法は，代数仕様の作成者に適していると言
える．

例題 リストの反転関数を定義した仕様を考える．

mod! LIST{
pr(NAT+) [List]
op nil : -> List
op _;_ : Nat List -> List
op rev : List -> List
op revApp : List List -> List
vars L L’ : List
var N : Nat
eq revApp(nil, L) = L .
eq revApp(N ; L, L’) = revApp(L, N ; L’) .
eq rev(L) = revApp(L, nil) .
}

以下は，リスト [2, 1, 0]への反転関数 revの適用の実行
例である．[0, 1, 2]が返されている（一部省略）．

LIST> red rev(s s 0 ; s 0 ; 0 ; nil) .
...
0 ; (s 0 ; (s (s 0) ; nil)) : List

LISTの停止性を示す．LISTの依存対仕様 LIST#は以
下の通りである．

mod* LIST#{
pr(LIST) [DP]
op _>_ : DP DP -> Bool
op +# : Nat Nat -> DP
op rev# : List -> DP
op revApp# : List List -> DP
vars M N : Nat
vars L L’ : List
eq +#(M, s N) > +#(M, N) = true .
eq revApp#(N ; L, L’) > revApp#(L, N ; L’)
= true .

eq rev#(L) > revApp#(L, nil) = true .
}

NAT+の定義演算子も考慮しなくてはならないことに注意
する．LISTのモデル Lを与える．輸入されている NAT+
の各要素は自然数のモデル N と同じく解釈する．List
を自然数のリストの集合 L(N )と解釈する．nilは空リ
スト， ; はリストに要素を加える関数，revはリストの
反転関数，revAppは，1引数目のリストの反転リスト
と 2引数目のリストを結合したリストを返す関数とする
（例：LrevApp([3, 4], [2, 1]) = [4, 3, 2, 1]）．Lは LISTのモ
デルである．すなわち各等式を等式に解釈する．LIST#の
モデル DP を与える．DPDP = N とする．各依存対の
演算子を以下で解釈する．

N+#(x, y) = y，
Nrev#(l) = ln(l) + 1，
NrevApp#(l, l′) = ln(l)．
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ここで lnはリストの長さを返す関数とする．revAppは，
1引数目のリストの長さに関して再帰的に定義されてい
るため，このような解釈とした．revは revAppより真
に大きくする必要があるため，リストの長さに 1を足し
た解釈とした．このDP は，LIST#の整礎なモデルであ
り，定理 1より LISTは停止性を持つ．
依存対サイクル [6]という概念を用いることで，さら
に停止性に本質的な依存対を絞り込むことができる．依
存対サイクルの解析により，上記の例では，3番目の依
存対 ( rev#(L), revApp#(L, nil) ) は考慮しなくても
よいことがわかる．つまり 1番目と 2番目の依存対に真
に順序を付ければ十分となる．よって，上記の例で多少
工夫が必要であった rev#の解釈を与えることなしに停
止性を示すことができる．詳細は [6]を参照．

6. まとめ
本論文では，依存対の概念を応用して，モデルに基づ
く仕様の停止性判定手法を提案した．仕様作成者は，仕
様 SP からどのような依存対仕様 SP#が生成されるか
を念頭におき，各依存対に真に順序づけができるように
等式を記述することで，停止性のある仕様 SP を作成す
る．仕様のモデルを停止性判定に利用しているため，通
常の多項式順序などと異なり，停止性のために通常の演
算子に新たな（モデルとは異なる）解釈を与える必要が
なく，名前変えされた定義演算子の解釈に集中すること
ができる．
依存対と多項式順序の組み合わせは，停止性の自動判
定の分野でも現在最も有効な組み合わせとして注目され
ており [7]，AProVE5, CiME6 TTT7など多くの停止性
判定ツールがこの組み合わせを実装している．本稿で提
案した手法は，依存対と多項式順序の組み合わせの一般
化と言える．多項式順序はすべての演算子を自然数上の
多項式に解釈するが，本手法では通常の演算子は仕様の
モデルで解釈し，依存対の名前変えされた演算子を整礎
な集合上に解釈する．残念ながら本手法は実装には向い
ていない．仕様ごとに異なるモデルが存在するため，そ
れらの実装を用意しておくことは事実上不可能である．
すでに存在するシステムの検証として，代数仕様を用い
る場合，そのシステムを拡張する形で停止性判定ツール
を構築することも考えられる．しかし，本手法の目的は
停止性の自動判定ツールを構築することではなく，停止
性を持つ仕様を作成するための手法を提案することであ
る．この目的のためには，仕様のモデルを用いた停止性
判定手法は有効である．
今後の課題は，結合律，交換律を持った演算子，条件
付き等式など，形式手法によるシステム検証で用いられ
る実際的な仕様の停止性を扱うことである．二項演算子
◦の結合律 ((a◦ b)◦ c = a◦ (b◦ c))，交換律 (a◦ b = b◦a)
は，よく用いられる基本的な性質であるが，そのまま等
式として記述すると停止性や合流性などの性質を成り立
たなくさせる．そのため，OBJ言語では演算子の属性と
して結合律，交換律を宣言し，陽に等式として記述しな
い手法が採用されている．そのような演算子を含む仕様

5http://aprove.informatik.rwth-aachen.de/
6http://cime.lri.fr/
7http://colo6-c703.uibk.ac.at/ttt/

の実行では，結合律，交換律は書き換えではなく，マッチ
ングによって処理される．その実行モデルとして，AC-
TRSと呼ばれる TRSの拡張が存在する．依存対による
AC-TRSの停止性に関する研究 [8]は，本手法を結合律，
交換律を持つ演算子を含む仕様の停止性に適用する助け
となるであろう．条件付き等式は Boolソートの項を条
件部 cとして持つ等式 (l = r if c)である．条件が真の
ときのみ等式が成立する．仕様の実行では，条件付き等
式の適用は条件部が trueに簡約されたときのみ行われ
る．したがって仕様実行の停止性を議論するには，条件
部の呼び出しから生じる無限ループも考慮する必要があ
る．対応する条件付きTRS（CTRS）の分野では，条件
呼び出しを考慮した実効停止性 (Effective termination)
と呼ばれる性質がある [9]．実効停止性の証明は，条件
付き等式を含む仕様（CTRS）から条件付き等式を含ま
ない仕様（TRS）へ変換し，得られた仕様の停止性を示
すことで行われる．変換後の停止性が変換前の実効停止
性を保証するような変換になっている [9]．変換を仕様
のモデルを保存するように与えることができれば，同様
な手法をモデルに基づく依存対法に応用することが可能
である．
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