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1 はじめに
　 3次元領域において，n個の重複のない離散点の集

合が与えられたき，これらのデータからある 3次元形状
(3Dオブジェクト) を再構成する問題を考える．本研究
では上述の問題において，オブジェクトを陰関数によっ
て表現する方法 [1] を用いる．同方法では陰関数を決定
する過程で連立 1次方程式を解くことになるが，この連
立 1次方程式の係数行列は，疎になるように作ることが
できる [2]．同連立 1次方程式の解法としては，係数行
列の構造に特化した直接法 [3] が効率的な解法として用
いられている．しかしながら直接法による解法は，連立
1次方程式の大規模化に伴い計算コストの増大をまねく．
　そこで本研究では，この連立 1次方程式の解法に前

処理付反復法を導入する．反復法は特に大規模かつ疎な
係数行列をもつ連立 1次方程式の解法に有効とされてい
るため，高速に解が得られる可能性がある．
　本研究の目的は，前処理付反復法を上述の連立 1次

方程式の解法に適用し，求解の高速化を図ることにある．

2 オブジェクトの陰関数表現
　ここでは，まず 3次元領域 Ω内に重複のない n個の

離散点の集合が，{p1, p2, . . . , pn} として与えられている
とし，これらの離散点からオブジェクトを再構成するこ
とを考える．ただし，pi = (xi , yi , zi)T, (i = 1,2, . . . ,n)で
あり，pi は再構成したいオブジェクトの表面 Γ上の点で
あるとする．このとき，Γの妥当な近似となるような Γ′

を探す．仮に関数 f (x, y, z)が

f (xi , yi , zi) = 0, (i = 1,2, . . . ,n) (2.1)

という条件を満たせば，Γ′ は， f (x, y, z) = 0を満たす
x, y, zの集合：

{(x, y, z) | f (x, y, z) = 0} (2.2)

として表すことができる．(2.2)で表される Γ′ は閉曲面
であり，これをオブジェクトの陰関数表現とよぶ．この
とき，Γ′ の内部および外部において，それぞれ

f (x, y, z) > 0, f (x, y, z) < 0 (2.3)

を満たすことに注意する．
　 f (x, y, z)を求める際には，まず，与えられた n個の
離散点に，新たに Γ上にない幾つかの離散点の情報を加
え，合計で N個の離散点の集合にする．このとき，追加
した離散点の集合 {pn+1, pn+2, . . . , pN}において，それぞ
れ {hn+1,hn+2, . . . , hN}を定め，

f (xi , yi , zi) = hi , (i = n+1,n+2, . . . ,N) (2.4)

も f (x, y, z) を決定する際の条件とする．ただし，
{hn+1,hn+2, . . . , hN}の値は，追加した {pn+1, pn+2, . . . , pN}
のそれぞれの位置に応じて，(2.3)に合致するように適切
に定める．また，hi = 0, (i = 1,2, . . . , n)とすれば，(2.1)

と (2.4)は，

f (xi , yi , zi) = hi , (i = 1,2, . . . ,N) (2.5)

という条件としてまとめられる．(2.5)を満たす関数を
最も滑らかになるように決定すると， f (x, y, z)は放射状
基底関数 (Radial Basis Function, RBF)φを用いて，

f (x, y, z) =

N∑

i=1

λiφ(‖p− pi‖2) + q(p) (2.6)

と表せる [1][3]．ただし，p = (x, y, z)Tで，q(p)は多項式：
q(p) = q0 + q1x + q2y + q3z

である．λi(i = 1,2, . . . ,N)と q j( j = 0,1,2,3)は，
 A P

PT O


 λ

q

 =

 h
0

 (2.7)

を解くことで，一意に決定できる [1]．ただし，A ∈ RN×N

の (i, j)要素は，Ai j = φ(‖pi − pj‖2), (i = 1,2, . . . ,N)

であり，P ∈ RN×4 の第 i 行は，Pi = [1, xi , yi , zi ], (i =

1,2, . . . ,N)である．また，λ ∈ RN, q ∈ R4および h ∈ RN

は，それぞれ λ = (λ1, λ2, . . . , λN)T, q = (q0,q1,q2,q3)T

および h = (h1,h2, . . . , hN)T である．(2.6)の零等値面を
描くことで，オブジェクトを再構成することができる．
　 (2.5)の条件で (2.7)に帰着させると，連立 1次方
程式の規模が大きくなってしまうが，(2.1)の条件は，
{pn+1, pn+2, . . . , pN} と {hn+1,hn+2, . . . , hN} を適切に定め
れば近似的に満たすことが可能である [1]．そのため，
(2.4)の条件のみで同様の流れで f (x, y, z) を求めても，
零等値面を描くことでオブジェクトの再構成は可能であ
る．本研究でも，(2.4)の条件のみを用いることにする．
(2.6)に表れた基底関数 φについては，次節で説明する．

3 CSRBF
　本節では，(2.6)に表れた基底関数 φ として，本研
究で使用する CSRBF(Compactly-Supported Radial Basis

Function)[2]について述べる．まず，CSRBFは次のよう
に定義される基底関数である．

φ(r) =


g
( r
R

)
, (r ≤ R),

0, (r > R),

(ただし，r = ‖pi − pj‖2, R : サポート半径).
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CSRBFはサポート半径 Rを設け，ローカルな範囲内で
のみ関数 gの値をとるため，(2.7)の係数行列は疎にな
る．gとしては，文献 [2] に幾つか示されているが，本研
究ではその中の 1つである g(r) = (1− r)2を使用する．
　 CSRBFを基底関数に使用した際に表れる連立 1次

方程式の解法としては，文献 [3] の方法が効率的な解法
として知られている．しかしながら同方法は，直接法を
用いているため係数行列の大規模化に伴い，計算コスト
の増大をまねく可能性がある．そこで我々は，前処理付
反復法を導入して連立 1次方程式の求解の高速化を図
る．次節では，本研究で使用する前処理付反復法につい
て簡単に説明する．

4 前処理付反復法
　本節では，本研究で使用する反復法に関して簡単

に述べる．本研究では (2.7)を解く際に，Krylov 部分
空間反復法に属する，共役勾配法 (Conjugate Gradient

method, CG法)とリスタート周期mの一般化最小残差法
(Generalized Minimal Residual(m) method, GMRES(m)

法) の適用を考える．CG法および GMRES(m) 法の前
処理としては，不完全 Cholesky分解前処理 (IC)と可変
的前処理 (VP)[4]を用いる．

5 数値実験
　本節では，Fig. 1に示したデータを対象に数値実
験を行う．これらのデータ点は 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0 ≤ z≤ 1に全データが収まるように正規化してある．
　反復法の収束判定子 εTOL は，幾つかの数値実験
から単精度程度の精度で解が得られれば十分と判断し，
εTOL = 1.0×10−8とした．また，反復法の初期解ベクトル
x0は，全て x0 = 0とした．実験環境は，CPU : Pentium

III-M 1200MHz，メモリ : 512MBytes, OS : Windows 2000

Professional SP4,コンパイラ : Visual C++ 6.0 Enterprise

Editionである．

5.1 オブジェクト再構成の非零要素数依存性
　本節では，(2.7)の Aに何%程度の非零要素があれ

ば，期待したオブジェクトの再構成が行われるかを調べ
た．幾つかの数値実験により，Case Aおよび B におい
て，それぞれ 2.36[%]および 2.2[%]程度の非零要素が A

に含まれたとき，期待した形状が得られた (Fig. 2参照)．
ただし，このときの半径 Rは，Case Aおよび Bのそれ
ぞれにおいて，0.085および 0.12である．次節では，上
述の実験結果をもとにして，CPU時間の比較を行う．

5.2 CPU時間の比較
　ここでは，Aが非常に疎な場合に，従来の方法および

前処理付反復法を用いて CPU時間の比較を行う．ただ

(a)Case A(4000点). (b)Case B(8240点).

Fig. 1．数値実験に使用したデータ.

Table 1．各解法による CPU時間 [sec].

解法 Case A Case B

ICCG 3.00 59.66

ICGMRES(m) 2.72 147.10

VPGMRES(m) 60.66 197.32

従来の解法 19.40 284.57

し，前節の結果から，Case AおよびBにおいて，半径Rは
それぞれ 0.085および 0.12とした．前処理付反復法とし
ては，ICCG，ICGMRES(m)および VPGMRES(m)を使
用する．ただし，リスタート周期 m = 50とした．また，
VPGMRES(m)の内部反復にはCR法を使用し，内部反復
の最大反復回数は 100回，収束判定子 δは 0.01とした．
実験結果を Table 1に示す．Table 1より，VPGMRES(m)

が Case Aにおいて従来の解法に比べて CPU時間を余
分に必要としているものの，ICCGと ICGMRES(m) は
Case Aと Bの両方で従来の解法に比べて CPU時間を減
少できた．特に ICCGは，Case Aおよび B 共に安定し
て高速であった．これらの結果から，係数行列ができる
だけ疎になるようにすることで，反復法を有効に適用で
きる例が確認できた．

6 まとめ
　本研究では，重複のない離散点の集合から，3Dオブ
ジェクトを再構成する問題を扱った．同問題において，
CSRBFを基底に用いた際に生じる連立 1次方程式に前
処理付反復法を適用することによって，求解の高速化を
図った．数値実験により，係数行列が非常に疎 (非零要
素が 2.2～2.36[%])でも，十分な再構成が可能な例を確
認し，前処理付反復法の適用によって CPU時間を抑え
ることもできた．
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(a)Case A(R=0.085). (b)Case B(R = 0.12).

Fig. 2．オブジェクトの再構成結果.
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