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1. まえがき
欠損部分を有する画像から欠損部分の真値を推定する

手法として，固有空間 BPLP法という手法が提案され
ている [1][2]．この手法は，所与のデータをブロック分
割して得られた一連のデータの主成分構造を利用して画

像を復元する手法である．

本論文では，主成分構造を利用して得られた固有空間

の最適次元について考察し，最適次元により構成された

固有空間 BPLP法による復元が，古典的なウィーナー
フィルタと同値であることを示す．

2. 固有空間BPLP法 [1][2]

所与の多次元実数値データから d次元のブロックを切

り出して得られたデータのうち，欠損領域を含むデータ

を x̃j とする．また，欠損領域は真値が 0に置き換わっ
ている領域と定義する．x̃j に対して，非欠損要素に対

応する場所が 1，欠損要素に対応する場所が 0であるよ
うな d次対角行列Mj を定義すると，x̃j は，欠損前の

未知のデータ xj を用いて，

x̃j = Mjxj (1)

と書くことができる．式 (1)の逆問題はそのままの形では
効果的に解くことができないため，固有空間BPLP法で
は非欠損領域のデータに関して主成分分析を行い，得られ

た主成分構造を利用している．具体的には，主成分分析に

より得られた固有ベクトルを，対応する固有値の大きい順

に並べた行列をEとし，ある累積寄与率を超える固有ベ

クトルの本数を rとして，EをE = [Ep En](Ep ∈ Rd×r，

En ∈ Rd×(d−r))と分割し，式 (1)を，

x̃j = (MjEp)pj + MjEnE′
nxj (2)

と捉え直した上で pj を推定している．ただし，pj は，

pj = E′
pxj を満たす係数ベクトル，′ は転置を表すもの

とする．

式 (2)のモデルに対する最も古典的な推定値は，最小
二乗ノルム最小解に基づくものであり，pj の推定値は，

p̂j = (E′
pMjEp)+E′

px̃j (3)
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によって与えられる．ただし，+はムーアペンローズ一

般逆行列を表すものとする．これより xj の推定値は，

x̂j = Ep(E′
pMjEp)+E′

px̃j (4)

によって与えられる．天野らが提案した手法 [1]は，こ
の手法と同値であることが文献 [2]で示されている．
一方，田中らは，モデル式 (2)における pj および加

法的雑音項 nj = MjEnE′
nxj を実現値として発生させ

た確率変数ベクトル pおよび nが無相関であることを

導き，パラメトリックウィーナーフィルタにより係数ベ

クトルを推定する手法を提案している [2]．この手法に
よる xj の具体的な推定値は，

x̂j = EpR̂pE′
pMj(MjEpR̂pE′

pMj + γR̂n)+x̃j

(5)

によって与えられる．ただし，R̂p，R̂nはそれぞれ，非

欠損領域より算出した p，nの相関行列の近似値であり，

γ は正のパラメータとする．

3. 固有空間の最適次元
固有空間 BPLP法における固有空間の次元に関して，

r = dのとき，固有空間 BPLP法は古典的なウィーナー
フィルタ [3]と同値となる．実際，式 (5)に r = dを代

入すると，

x̂j = R̂xMj(MjR̂xMj)+x̃j (6)

となる．ただし，R̂x は x̂の相関行列の近似値である．

一方，固有空間 BPLP法による推定値 x̂BPLP
j と真値

との二乗誤差の期待値と，古典的なウィーナーフィルタ

による推定値 x̂WF
j と真値との二乗誤差の期待値につい

て以下の定理が成り立つ．

定理１．

Ej ‖ xj − x̂BPLP
j ‖2 ≥ Ej ‖ xj − x̂WF

j ‖2 ．
　　　　　 　 (証明は付録を参照)

ただし，‖・‖はユークリッドノルムを表すものとする．
以上より，固有空間 BPLP 法における固有空間の最

適次元は r = dのときであり，またそのとき，固有空間

BPLP法と古典的なウィーナーフィルタは一致すること
がわかる．
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図 1: 観測画像 図 2: 固有空間 BPLP法 図 3: ウィーナーフィルタ

4. 数値実験
数値実験を通し，固有空間 BPLP法および古典的な

ウィーナーフィルタによる推定精度を確認する．実験画

像は 256×256画素 256階調の自然画像とし，ブロック
サイズは 16×16，ステップサイズは 4とした．比較手法
は文献 [2]の手法とし，式 (5)において γ = 1，E を Ep

と En に分割する際の累積寄与率は 0.99として実験を
行った．実験画像，固有空間 BPLP法による復元画像，
ウィーナーフィルタによる復元画像を順に図 1～図 3に，
原画像と復元画像の平均二乗誤差 (MSE)を表 1に示す．
ただし，視認し易さのため，実験画像の欠損画素の画素

値は 255としている．

表 1: 復元画像のMSE

BPLP[2] Wiener
airplane 36.0 29.4
bridge 36.6 28.3

building 15.3 13.1
lenna 20.5 15.2

以上の結果より，固有空間 BPLP 法よりも古典的な
ウィーナーフィルタの推定精度の方が高いことが数値的

にも確認された．

5. むすび
本論文では，固有空間BPLP法において，固有空間が

最適次元のときに古典的なウィーナーフィルタと同値で

あることを示し，数値実験により固有空間 BPLP法よ
りもウィーナーフィルタの推定精度の方が高いことを確

認した．
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付　録

定理１の証明

固有空間BPLP法 [2]によるxjの推定値を x̂BPLP，ウ

ィーナーフィルタによるxjの推定値を x̂WF，P = EpE
′
p

とすると式 (4)，(5)から，

x̂WF
j = R̂xMj(MjR̂xMj)+Mjxj より，

J0 = Ej ‖ xj − x̂WF
j ‖2

= tr(R̂x − R̂xMj(MjR̂xMj)+MjR̂x)

x̂BPLP
j = PR̂xPMj(MjR̂xMj)+Mjxj より，

J1 = Ej ‖ xj − x̂BPLP
j ‖2

= tr(R̂x − PR̂xPMj(MjR̂xMj)+MjR̂x

−R̂xMj(MjR̂xMj)+MjPR̂xP

+PR̂xPMj(MjR̂xMj)+MjPR̂xP

よって，

J1 − J0 = tr(R̂xMj(MjR̂xMj)+MjR̂x

−PR̂xPMj(MjR̂xMj)+MjR̂x

−R̂xMj(MjR̂xMj)+MjPR̂xP

+PR̂xPMj(MjR̂xMj)+MjPR̂xP )

= tr[(R̂x − PR̂xP )Mj(MjR̂xMj)+Mj

×(R̂x − PR̂xP )′]

≥ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　□
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