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1. はじめに
ベイジアンネットワーク（以後 BNと書く）は，グラ
フ構造による確率モデルの表現方法の一種であり，近年，
様々な用途に広く用いられている．最近，VLSI CADの
分野で大規模論理関数データの表現方法として広く用い
られている二分決定グラフ (BDD:Binary Decision Dia-
grams)，その中でも「ゼロサプレス型BDD(ZDD:Zero-
suppressed BDD)」[2]と呼ばれるデータ構造を用いて，
BNを表現し，効率よく確率計算を行う手法が提案され
ている [3]．
本稿では，与えられた BNに対して様々な ZDDの初
期変数順序付けを適用し，確率計算をより効率よく実現
する手法を発見することを目的とする．

2. BNとMLF式
BNは図 1に示すような確率モデルを表現する非巡回
有向グラフである．各々のノード（BNノードと呼ぶ）は，
それぞれ独立した個別の確率関数 X を持っている．X
は一般的に多値の変数であり，{x1, x2, . . . , xk}のいずれ
かの値を取るとする．また各 BNノードは，これらの上
流側の BNノードの確率変数の値に依存する条件付き確
率テーブル（CPT: Conditional Probability Table）を
持ち，これにより確率変数の確率分布が表現されている．

BN の確率分布を計算するための方法の一つとして，
Multi-Linear Function（MLF）と呼ばれる数式を生成
する方法が知られている．MLF式は 1つの確率変数 x
に対して,2種類の論理関数を使って表現する．1つはX
の確率分布の数値を記号的に表現する λ関数と，もう 1
つはXの値を表現する θ関数である．以下にMLF式の
例を示す．

λa1λb1λc1λd1θa1θb1|a1θc1|a1θd1|b1c1

+ λa1λb1λc1λd2θa1θb1|a1θc1|a1θd2|b1c1

+ λa1λb1λc1λd3θa1θb1|a1θc1|a1θd3|b1c1

+ λa1λb1λc2λd1θa1θb1|a1θc2|a1θd3|b1c2

+ . . .

+ λa2λb2λc2λd3θa2θb2|a2θc2|a2θd3|b2c2

与えられたBNのMLF式を生成すれば，ある観測デー
タに対する確率変数の確率分布を機械的に求めることが
できる．この確率計算に要する時間は，MLF式の長さ
に比例するが，一般にMLF式は元の BNサイズに対し
て指数関数的に大きくなるため，その計算は容易ではな
い．ただし，MLF式をうまく因数分解して，コンパク
トな算術式として表現することができれば，確率計算を
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A Prb(A)
a1 θa1 = 0.4
a2 θa2 = 0.6
AB Prb(B|A)
a1b1 θb1|a1 = 0.2
a1b2 θb2|a1 = 0.8
a2b1 θb1|a2 = 0.8
a2b2 θb2|a2 = 0.2

AC Prb(C|A)
a1c1 θc1|a1 = 0.5
a1c2 θc2|a1 = 0.5
a2c1 θc1|a2 = 0.5
a2c2 θc2|a2 = 0.5

BC D Prb(D|B,C)
b1c1d1 θd1|b1c1 = 0.0
b1c1d2 θd2|b1c1 = 0.5
b1c1d3 θd3|b1c1 = 0.5
b1c2d1 θd1|b1c2 = 0.2
b1c2d2 θd2|b1c2 = 0.3
b1c2d3 θd3|b1c2 = 0.5
b2c1d1 θd1|b2c1 = 0.0
b2c1d2 θd2|b2c1 = 0.0
b2c1d3 θd3|b2c1 = 1.0
b2c2d1 θd1|b2c2 = 0.2
b2c2d2 θd2|b2c2 = 0.3
b2c2d3 θd3|b2c2 = 0.5

図 1: ベイジアンネットワークの例

高速化することができる．この因数分解を行う一つの手
段として，次に述べる ZDDを用いた手法がある．

3. ZDDによるBN表現
3.1 BDDと ZDD

BDDは，図 2に示すような論理関数のグラフによる
表現である．一般に，論理関数のそれぞれの変数につい
て，0,1の値を代入した結果を，二分岐の枝（0-枝 1-枝）
で場合分けし，最終的に得られる論理関数の値を 2値の
定数節点（0-終端節点/1-終端節点）で表現すると，図 2
のような二分木状のグラフになる．このとき，場合分け
する変数の順序を固定し，冗長な節点の削除と等価な節
点の共有という 2つの縮約規則を可能な限り適用するこ
とにより，既約」な形が得られ，論理関数をコンパクト
かつ一意に表せることが知られている [1,4]．

図 2: 二分決定木と BDD，ZDD
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BDDは元々は論理関数を表現するために考案された
ものだが，これを用いて組み合わせ集合データを表現・
操作することもできる．組合せ集合を BDDで表現する
とき，類似する組合せが多ければ，部分的に共通する組
合せがグラフ上で共有されて，記憶量や計算時間が大幅
に削減される可能性があり, さらに,組合せ集合に特化し
た ZDDを用いると,一層効率よく扱うことができる．

ZDDでは，冗長な節点を削除する簡約化規則が通常の
BDDと異なる．ZDDでは図 2のように 1-枝が 0-終端節
点を直接指している節点を取り除く，という規則になっ
ている．この簡約化規則により，組合せ集合に影響を与
えない（一度も選ばれることのない）アイテムに関する
節点が自動的に削除されることになり，通常の BDDよ
りも効率よく組合せ集合を表現・操作することができる．

3.2 ZDDによるBN表現
MLF式は λ変数と，θ変数の値からなる多項式で，そ
れぞれの項が単に変数の組み合わせであるため，組み合
わせ集合とみなすことができる．よって ZDDとしてコ
ンパクトに表現することができ，また，確率計算におい
ても ZDD サイズに比例した時間で行うことができる．
例えば，図 1のノード BについてのMLF式を見てみる
と，以下のようになる．

MLF (B) = λa1λb1θa1θb1|a1 + λa1λb2θa1θb2|a1

+ λa2λb1θa2θb1|a2 + λa2λb2θa2θb2|a2

ここで，等しいパラメーターが同じ変数を共有するよう
にパラメーター変数を置き換える．

MLF (B) = λa1λb1θa(0.4)θb(0.2) + λa1λb2θa(0.4)θb(0.8)

+ λa2λb1θa(0.6)θb(0.8) + λa2λb2θa(0.6)θb(0.2)

MLF(B)による ZDDの構造により，指数関数的にMLF
式が巨大になったとしても，類似した部分を共有する事
で場合によって数十倍もの縮約効果を得ることができる．
なお，MLF式は一つの確率変数が多くの λ変数，θ 変
数を持つため，関係のある変数を並べて配置している．
ZDDのノードは，それぞれの単純な変換規則を備えた
算術演算手順と解釈することができる．これは，MLF
式の ZDDを生成した後に，ZDDのサイズに比例する回
数の算術演算手順が容易に得られるということを意味し
ている．

4. BNを表現するZDDの初期変数順序付け
BNが中規模以上になると，MLF式が指数的に膨れ
上がって行くため，ZDD を用いても，BN を表現する
MLF式を一度で全て表現することが非常に困難になっ
てくる．第 3章で述べた通り，ZDDの性質として,変数
の順序がサイズに大きく影響していることが分かってお
り, この順序付けによるサイズの影響は,場合によっては
数十倍にまで及ぶことがある. このため，ZDDをコン
パクトに表現するための変数順序付けが非常に重要な要
素となっている.

4.1 従来の順序付け方法
従来の順序付け方法では，ZDDを作成する際の変数

の初期順序は，BNデータでの変数の出現順に深さ優先
で帰りがけの出現順で，ZDDの最下層から積み上げて
いく順序付けとなっている．ここで,図 3に示す BNを
例に挙げ，従来の順序付け方法について説明する.

図 3: 従来手法による例

この BNの例では，BNデータにおける出現順をアル
ファベットの表記の通りであるとし,探索開始点は BN
ノード Cとする. BNノード Cから探索を開始し，Cか
ら見て最も深い位置にある BNノード Bの ZDDを最初
に積み上げ,次にBNノードAのZDDを積み上げ…と繰
り返して行くと, 最終的に B,A,E,D,G,F,Cの順になる.
上流ノードの変数が ZDDの下位に来る方が良い傾向が
あるので，この順序付けは比較的良いとされている. た
だし，従来手法では上流ノードが複数存在する際にどち
らを先に辿るかは元のデータ出現順としていた.
4.2 新たに提案する順序付け方法
新たに提案する手法は，深さ優先で帰りがけの出現順

で，ZDDの最下層から積み上げていく順序付けという
点では従来手法と同じであるが，従来手法と異なるの
は，ZDDを生成する過程でその初期変数順序付けを行
う際に，

• どのノードから探索を開始するか

• 探索中に上流ノードが複数存在する場合,どちらを
先に辿るか

を，それぞれ独立した確率変数X，条件付き確率テーブ
ル (CPT)，ノードに入ってくる親ノードの数である入次
数，ノードから出て行く子ノードの数である出次数など,
これらの BNデータ内の各ノードが持つデータを参照し
た上で，実験者が指定している点である.
ここで,先程図 3に示した BNと同じ BNを例に挙げ，

CPTの項目数に注目し，降順で初期変数順序付けを行っ
た具体的な例を図 4に示す．この例では，図 3で示した
例と比較するため,図 3で示した例と同様にBNノードC
から探索を行う．その際にどのBNノードを辿るかにつ
いては，CPTの項目の数を昇順に比較しながら進む点で
従来手法とは異なっている．まず,BNノードCから探索
を開始し,ノード Cに隣接するノード A,D,Fの内,CPT
の項目数の最も多いDへ進む. 最終的にE,D,B,G,F,A,C
の順になる．前節での順序付け方法と比較すると，ZDD
の生成される順序が異なっていることがわかる．
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表 1: 探索開始点を従来手法と変化させた実験結果
BN から生成された ZDD のサイズ
従来手法 今回提案する手法

BN BN データ 探索 データ
name nodes 出現順 開始点 出現順
alarm 37 14986 N36v1 3801

(1.00) (0.25)
pathfinder(pf1) 109 1489 N81v2 1168

(1.00) (0.78)
pathfinder(pf23) 135 979 N31v0 979

(1.00) (1.00)
Pigs 441 14921 N96v1 2725

(1.00) (0.18)
water 32 13968 N26v1 15792

(1.00) (1.13)

表 2: 探索順を従来手法と変化させた実験結果
BN から生成された ZDD のサイズ

今回提案する手法
BN データ CPT CPT fin fin fout fout
name 出現順 降順 昇順 降順 昇順 降順 昇順
alarm 3801 6292 18298 6292 17260 6292 17260

(1.00) (1.64) (4.88) (1.64) (4.54) (1.64) (4.54)
pathfinder(pf1) 1168 1168 1489 1327 1168 1327 1489

(1.00) (1.00) (1.27) (1.14) (1.00) (1.14) (1.27)
pathfinder(pf23) 979 979 979 979 979 979 979

(1.00) (1.00) (1.00) (1.00) (1.00) (1.00) (1.00)
Pigs 2725 1928 14921 13273 3896 1928 13273

(1.00) (0.71) (5.48) (4.87) (1.43) (0.71) (4.87)
water 15792 8693 49157 8717 49170 13968 13968

(1.00) (0.55) (3.11) (0.55) (3.11) (0.88) (0.88)

図 4: 新たに提案する手法による例

5. 実験結果と考察
本実験において使用した PC は Pentium4，3.0GHz，

SuSE Linux 10.3，主記憶 512Mbyteで ZDDの最大節
点数は 1,000万個としている.
代表的な BNデータに対して,BNを表現する ZDDの
初期変数順序付けについて，様々な順序付けを行い，ZDD
のノード数がどれだけ変化するのかを調べた．その結果
を表 1と表 2に示す．本実験では,従来の順序付け方法
で一番 ZDDが大きくなった BNノードに注目し，その
ZDDのサイズがいかに変化するかを調査した．
表 1中で BN nameは対象とした BNデータ名，BN

nodesはノード数，探索開始点は今回提案する手法で一
番最初に ZDDを生成するBNノードを表し,データ出現
順は，BNデータの出現順で探索を行う従来の順序付け
方法を表している．探索開始点には従来の順序付け方法
で ZDDのサイズが最大になるノードを選択する. ZDD
のサイズの後に付く ()の中身は，従来手法に比べてZDD
のサイズが何倍になったかを表している.
表 2中で CPTは CPTの項目数，fin,foutはそれぞれ
入次数，出次数に注目し，降順と昇順で参照して順序付
けを行っていることを表している．()の中身は，今回提
案する手法でBNデータの出現順で探索を行う従来の順
序付け方法の ZDDのサイズを 1.00とし，その手法と比
較して，分岐を辿る方法を変化させた場合，ZDDのサ
イズが何倍になるかを表している．実験にかかる時間は
ZDDのサイズにほぼ比例する．
表 1に見られるように一番効果の現れた Pigsのデー
タでは，0.18倍まで ZDDのサイズを小さくできた. ま
た，表 2 に見られるように，探索方法を変化させるこ
とにより，最大で従来の 0.71倍まで ZDDのサイズを小

さくできた. pathfinder(pf23)のデータに対してはどの
手法でも ZDD のサイズが全く変化しなかった．また，
CPT,fin,foutどれかが常に優位という訳ではないようで
あった.
このように，MLF式から生成された ZDDの初期変数

順序付け方法に関して，どんなデータベースに対しても
一様な縮約効果が得られるという手法は，今回の実験で
は発見できなかった．
深さ優先でどちらの枝を先に辿るかということを変化

させただけで，ZDDのサイズが数倍変化する例題があ
ることがわかった. 一部の BNデータに対してこの改善
法で効果があるということは分かったので，今後はどの
ようなBNに対して順序付けの影響が現れるのかを調べ，
良い順序付け法の開発を目指したい.
最後にご指導頂いたThomas Zeugmann教授に感謝い

たします．
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