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1. はじめに

メディアンフィルタはエッジ情報を保存しながらペッパ

ーノイズを除去できる有効な画像処理フィルタである。し

かし、その優れた特徴にもかかわらず、n×n ウィンドウ中

の画素値を大きい順にソートしてその中央値（メディアン）

を出力するという原理面での計算量の多さによって、広く

工業用途に適用するまでには至っていない。これまで、ソ

ートアルゴリズムの改良の他、ウィンドウ内画素値の濃淡

ヒストグラムに着目した高速計算方法[1][2]も提案されて

いるが、広い用途への適用に対しては計算速度、装置規模

的に不充分である。

計算速度の課題に関しては、FPGA を用いた並列回路化が

最も有効である。その回路規模の小型化についても、通常

の3×3のメディアンフィルタに限定すれば、既に縦、横、

斜め方向の部分ソートを用いた有効なアルゴリズムが提案

され[3][4]、実装上の問題も種々検討されて[5][6][7][8]、

ほぼ問題は解決されている。

しかし、5×5、7×7 メディアンフィルタについては、そ

の有用さに関わらず、未だ有効な小型化アルゴリズムは見

当たらない。ソート処理の工夫による5×5フィルタのリア

ルタイム化の検討も報告されているが[9]、回路規模的に

広い用途への適用は難しい。本論文の目的は、5×5、7×7

フィルタに関しても、小型化を可能にする新たなアルゴリ

ズムを提案することである。

本論文では、まず従来から知られている並列ソート回路

の構成と、[3]で提案された小型 3×3 メディアンフィルタ

について説明する。[3]では、その小型化アルゴリズムの

正当性を数値計算結果のみから保証していので、ここでは

改めて新たな方法でその正当性を証明する。次に、その方

法を拡張し、5×5、7×7 フィルタに対する新たな小型化ア

ルゴリズムを提案する。

また、新機能としてウィンドウ内の有効画素のみを対象

としてそのメディアンを計算する機能を追加する。この機

能は、例えば立体視処理で計算された距離画像の様に計算

不能な無効画素が多く含まれる画像に対しても適用可能で

あり、上記の小型化とともにメディアンフィルタの適用拡

大に有効である。
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最後に、FPGA に実装した場合のリソース規模を推定し、提

案方式のリソース量が従来方式に比較して大幅に削減され

ることを示す。

なお、メディアンフィルタに関しては、"Separable"フ

ィルタ[10]、"Adaptive"フィルタ[11]などの研究もなされ

ているが、出力結果が異なるので対象外とする。

2. 従来ソート回路と 3×3 メディアンフィルタ

図 1(a)に、"odd-even sort" 方式として知られている並

列ソート回路の構成を示す。回路中のブロックS2は２入力

ソート回路であり、図(b)に示すように比較回路CMPと二つ

の選択回路 MPX により、信号 A,B を入力して max[A,B]を H

端子に、min[A,B]を L端子にそれぞれ出力する。

図(a)の構成において、各処理段ごとにタイミング調整

用レジスタ（パイプラインレジスタ）を追加して実際に回

路化すれば、入力 7 信号をソートしてその結果を 7 クロッ

ク後に並列出力する回路が実現できる。クロックごとに異

なるデータを入力できるので、7 クロックのレイテンシー

を持つリアルタイム回路となる。

  図 1. "odd-even" 型並列ソート回路の例

図１は 7 入力ソート回路の例であるが、任意の入力数の

ソート回路も同様に構成できる。図 2 に後述の構成例に用

いた３信号、５信号入力の各ソート回路の例を示す。一般

に、k 個の入力要素のソート回路は k×(k-1)／2 個の２入

力ソート回路で実現できる。

  図 2. ３入力、５入力ソート回路の構成例
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次に小型 3×3 メディアンフィルタについて説明する。3

×3 メディアンフィルタは図 3 を一つの 3×3 入力ウィンド

ウとした時、ウィンドウ内の 9 個の数値を大きい順に並べ、

その中央値（メディアン）を出力するフィルタである。

   図 3. 入力ウィンドウ要素配列 A

文献[3]によれば、3×3 ウィンドウのメディアンは次の

ステップで計算できる。

(1) 入力配列 A を各縦列でソートし配列 B とする。

    {b00,b10,b20}=SORT[{a00,a10,a20}]   (2.1)

    {b01,b11,b21}=SORT[{a01,a11,a21}]   (2.2)

    {b02,b12,b22}=SORT[{a02,a12,a22}]   (2.3)

(2) 配列 B を各横行でソートして配列 Cとする。

    {c00,c01,c02}=SORT[{b00,b01,b02}]   (2.4)

    {c10,c11,c12}=SORT[{b10,b11,b12}]   (2.5)

    {c20,c21,c22}=SORT[{b20,b21,b22}]   (2.6)

(3) 配列 C の対角要素{c00,c11,c22}をソートする。

   {d00,d11,d22}=SORT[{c00,c11,c22}] (2.7)

(4) d11 をウィンドウ内メディアンとして出力する。

これにより、従来必要だった 9 要素のソートが 7 個の 3

入力ソートで代替えでき、結果として36個必要だった2入

力ソート回路が 21 個となり FPGA 上の回路規模が削減され

る。更に、通常の様に画像中の入力ウィンドウが 1 画素ず

つ横に移動して設定される場合には、列ごとのソート結果

はそれぞれ連続3ウィンドウで使用できるので、式(2.1)～

(2.3)の計算は実質 1 回で済み、2 入力ソート回路は 15 個

とさらに削減される。

文献[3]ではこの計算処理の正当性を、起こりうる全て

の入力配列に対して数値的に確認することで保証している。

ここでは次のステップにつなげるため新たな方法で以下上

記の計算が正しいことを証明する。

図 4.(a)は入力ウィンドウとなる前記の 3×3 画素配列 A

である。この配列 A に対して列ごとに縦方向ソートして図

(b)の配列Bを得る。図の矢印は数値の大小関係を示す不等

号"≦"を示し、上側の数値は下側の数値より大であること

を意味する。次に配列 B に対して行ごとに横方向ソートし

て図(c)の配列 Cを得る。すなわち配列Cにおいては右側の

数値は左側の数値より大である。この時、横方向ソートに

よって左右方向に数値移動が発生するが、付録の A1.【性

質 1】に示したように、配列 B における上下方向の大小関

係はソート後の配列 Cにおいても保存される。

   図 4. 列、行ソート後要素の大小関係

配列 C において要素間の大小関係に注目すると、右上隅

の 3 要素はそれぞれ図 5 に示す網掛け部の要素を自分以下

の数値としているので、右上隅 3 要素はそれぞれ自分以下

の数値を 5 個以上持つこととなりメディアンとはなりえな

い。同様に対称位置となる左下隅の３要素は自分以上の数

値を 5 個以上持つのでやはりメディアンとはなりえない。

よって、残りの対角方向３要素{c00,c11,c22}をソートし

てその中央値を出力すれば、求めるメディアンとなる。こ

れにより、前記の計算ステップの正しいことが証明される。

    図 5. 右上３要素以下の要素 (網掛け部)

図6は、この方式に従った3×3メディアンフィルタの回

路構成例である。図に示すように、ラスタ走査方式で順次

入力される画像データに対して 2 個の 1 ライン長シフトレ

ジスタ(1_LINE_SHIFTER)を配置すれば、ウィンドウ内の縦

3 画素を並列に出力できる。その 3 画素データを SORT3 に

よって縦ソートして２段のパイプラインレジスタを通せば、

縦ソート済の配列 Bデータをそのまま並列に出力できる。

   図 6. 3×3メディアンフィルタの回路構成

この配列 B データに対して 3 個の３入力ソート回路を用

いて行方向ソート処理し、最後に出力される配列 C の対角

方向３画素を 3 入力ソートすれば、その中央値が求めるメ
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ディアンとなる。回路内の各処理は全てクロックごとに一

方向に流れるパイプライン回路として構成できるので、1

画素入力と同時に 1 画素出力するリアルタイム回路とする

ことが出来る。この回路構成は、文献[3][5][6][7][8]記

載のものと一致する。

3. 小型 5×5、7×7 メディアンフィルタ

小型 3×3 メディアンフィルタの考え方を 5×5、7×7 の

場合へと拡張し、その小型化回路方式を提案する。

3.1. 5×5メディアンフィルタ

5×5 入力配列 A に対してまず列ごとの縦ソートを行い、

次に行ごとの横ソートを行い配列 C を得る。配列 C は前述

の付録 A1.【性質 1】により、図 7(a)に示すような要素間

大小関係を持つ。この大小関係を分析すると、右上隅の６

要素は、図(b)に例示する丸印要素c13のように、それぞれ

自分以下の数値要素を14個以上持つので、メディアンには

なりえない。同様に左下隅６要素も自分以上の要素を14個

以上持つので、やはりメディアンになりえない。よって図

(c)に示す残り 13 要素のメディアンが求めるメディアンと

なる。

図 7. 配列 Cの要素大小関係とメディアン候補要素

次に、配列 C の残り 13 要素を左上がり 45°方向の斜め

列ごとにソートし、図 8(a)に示す配列 D を得る。この時、

斜め方向ソートによって各要素間の数値移動が発生するが、

付録A2.【性質 2】に示したように、配列Cの大小関係は配

列 Dにおいても保存される。

配列 D の数値間の大小関係に注目すると、上斜め列の 3

要素{d01,d12,d13}は、図(b)に例示する丸印要素 d12 のよ

うに、自分以下の要素を 7 個以上持ち、同様に下斜め列要

素{d21,d32,d43}も自分以上の要素を7個以上持つからそれ

ぞれメディアンになりえない。従って図(c)に示す残りの 7

数値のメディアンが求めるメディアンである。更に残り 7

要素の大小関係も詳細に分析すると、d00 と d11 は自分以

下の要素を4個以上持ち、d44と d33も自分以上の要素を4

個以上持つのでメディアンになりえない。

図 8. 配列 D 要素の大小関係に基づく要素絞込み

結局、5×5 入力配列 A のメディアンは、図 8(d)に示す 3

要素(d10,d22,d34)のメディアンに一致する。ここで3要素

のうち、d10は斜めソートの最大値、d22は斜めソートのメ

ディアン、d34 は斜めソートの最小値にそれぞれ置き換え

られるので、新たな小型化5×5メディアンフィルタの計算

手順は次の通りとなる。

(1) 入力配列 Aを各列でソートして配列 Bとする。

      {b0i,b1i,b2i,b3i,b4i}

  =SORT[{a0i,a1i,a2i,a3i,a4i}]

但し、 i=0,1,2,3,4 (3.1)

(2) 配列 Bを各行でソートして配列 Cとする。

      {cj0,cj1,cj2,cj3,cj4}

   =SORT[{bj0,bj1,bj2,bj3,bj4}]

但し、 j=0,1,2,3,4 (3.2)

(3) 配列 Dの必要 3要素 d34,d22,d10 を計算する。

    d34=MIN[{c01,c12,c13,c14}] (3.3)

      d22=MEDIAN[{c00,c11,c22,c33,c44}] (3.4)

      d10=MAX[{c10,c21,c32,c43}] (3.5)

(4) 3要素のメディアンを計算し出力する。

      出力=MEDIAN[{d10,d22,d34}] (3.6)

図 9に 5×5メディアンフィルタの回路構成例を示す。図

では、3×3 の場合と同様に配列 C を生成し、4 入力最小値

回路(MIN4)、5 入力ソート回路(SORT5)、4 入力最大値回路

(MAX4)を配置し、その 3 個の出力からメディアンを計算出

力する。図には部分計算ごとの遅延時間調整用パイプライ

ンレジスタが省略されているが、計算単位ごとに適切にパ

イプラインレジスタを配置して回路化すれば、1 クロック

で 1 画素を出力するリアルタイム処理回路が実現できる。
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  図 9. 5×5 メディアンフィルタの回路構成

3.2.  7×7 メディアンフィルタ

7×7メディアンフィルタも5×5の場合と同様に、まず7

×7入力配列 Aに対して縦と横のソートを実行して図10(a)

の配列 Cを得る。この配列 Cにおいて、右上隅の10要素は

自分以下の要素を 25 個以上持ち、左下隅の 10 要素も自分

以上の要素を25個以上持つのでメディアンとはなりえない。

よって求めるメディアンは図(b)に示す残り 29 要素のメデ

ィアンに一致する。

図 10. 配列 C要素の大小関係に基づく要素絞込み

次に、配列 C の残り 29 要素に対して左上がり 45°斜め

方向にソートして図 11(a)の配列 D を得る。この時、付録

のA2.【性質 2】により、配列 Cにおける要素間の大小関係

は配列 Dにおいても保存される。

  図 11. 配列 D要素の大小関係に基づく要素絞込み

図 11(a)の配列 D において数値間の大小関係を分析する

と、右上側9要素は自分以下の要素を 15個以上持ち、左下

側9数値も自分以上の要素を 15個以上持つのでメディアン

になりえない。この結果、図(b)に示す残り 11 数値のメデ

ィアンが求めるメディアンとなる。

残りの11数値は、配列D上で３本の26°(=ArcTan[1/2])

斜め列上に並んでいるので、更にこの斜め列ごとにソート

して図 12(a)の配列 Eを求める。この時、付録 A3.【性質 3】

に示したように配列 D 上の大小関係はやはり配列 E 上でも

保存されている。

  図 12. 配列 E要素の大小関係に基づく要素絞込み
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図(a)の配列E上の要素の大小関係を詳細に分析すると、

左上側 4 個の数値は自分以下の要素を 6 個以上持ち、右下

側 4 個の数値も自分以上の要素を 6 個以上持つのでメディ

アンになりえない。結局、7×7 入力配列 A のメディアンは、

配列Eにおける残り3画素{e20,e33,e46}のメディアンに一

致することがわかる。

前述の変形の中で、配列 D の d46、d20、配列 E の e46、

e20 は自分を含む斜め列のそれぞれ最小値と最大値に一致

するので計算は更に簡易化できる。以上の結果から、新た

な小型化7×7メディアンフィルタの計算手順は次のとおり

である。

(1) 入力配列 A を各列でソートして配列 B とする。

    {b0i,b1i,b2i,b3i,b4i,b5i,b6i}

=SORT[{a0i,a1i,a2i,a3i,a4i,a5i,a6i}]

但し、 i=0,1,2,3,4,5,6 (3.7)

(2) 配列 B を各行でソートして配列 C とする。

    {cj0,cj1,cj2,cj3,cj4,cj5,cj6}

=SORT[{bj0,bj1,bj2,bj3,bj4,bj5,bj6}]

但し、 j=0,1,2,3,4,5,6 (3.8)

(3) 配列 C を斜め 45°方向にソートして配列 Dとする。

  このうち必要な 2要素 d46,d20はそれぞれMIN,MAX

  計算に置き換えて簡易化する。

  d46=MIN[{c02,c13,c24,c35,c46}] (3.9)

   {d01,d12,d23,d34,d45,d56}

       =SORT[{c01,c12,c23,c34,c45,c56}] (3.10)

    {d00,d11,d22,d33,d44,d55,d66}

        =SORT[{c00,c11,c22,c33,c44,c55,c66}] (3.11)

     {d10,d21,d32,d43,d54,d65}

         =SORT[{c10,c21,c32,c43,c54,c65}] (3.12)

      d20=MAX[{c20,c31,c42,c53,c64}] (3.13)

  (4) 配列 Dを斜め 26°方向にソートしたときの必要 3要

  素を計算する。

    e46=MIN[{d10,d22,d34,d46}] (3.14)

    e33=MEDIAN[{d21,d33,d45}] (3.15)

    e20=MAX[{d20,d32,d44,d56}] (3.16)

(5) 3 要素のメディアンを計算し出力する。

      出力=MEDIAN[{e46,e33,e20}] (3.17)

図 13 に 7×7 メディアンフィルタの回路構成例を示す。

図では、5×5 の場合と同様に、配列 C を生成した後に、5

入力最小値回路(MIN5)、6 入力ソート回路(SORT6)2 個、7

入力ソート回路(SORT7)、5 入力最大値回路(MAX5)をそれぞ

れ配置して配列Dの11個の必要要素を計算し、更にその出

力を入力とする 4 入力最小値回路(MIN4)、3 入力ソート回

路(SORT3)、4 入力最大値回路(MAX4)を配置し、その出力の

メディアン計算を行うことで、求める7×7メディアンフィ

ルタの出力を得るようにしている。

  図 13. 7×7メディアンフィルタの回路構成

4. 有効画素のみからのメディアン計算

入力画像中に画素値の計算できない無効画素が含まれて

いる画像の場合には、ウィンドウ内の有効画素のみからそ

のメディアンを計算することも必要である。この機能は 5

×5や 7×7などの大きなウィンドウサイズのメディアンフ

ィルタに対しては特に重要となる。

有効画素のみからのメディアンの計算は、原理的には予

め無効画素の数値を最小値（通常"0"）にしてからウィン

ドウ内の全要素をソートし、その時の有効画素数を m 個と

す れば 、ソ ーテ ィン グ後の 数値 の大 きい 方か ら

Floor[(m+1)/2]番目の数値を求めればよい。

この計算は、ウィンドウ中の無効画素の半分を最大値要

素に変換してからそのメディアン値を求めることでも実現

できる。前述の小型化フィルタ回路にはこの方式の方が適

用容易である。

本稿で提案する図 9.の 5×5 メディアンフィルタ回路に

この機能を付加するためには、配列 Bを計算する図 9.の上

半分を図 14の様に変更すればよい。

図14では、予め最小値に設定された無効画素の半分を二

つの回路SFT0、SFT1で分担して最大値要素へと変換してい

る。すなわち、並行入力される一つの列内の有効画素数 k

を回路∑によって計算し、SFT0 回路において、Floor[k/2]

の数値が 0なら 2個、1なら 1個、2以上なら0 個、列ソー

ト後の数値の大きい方に最大値を挿入する。

更に列ごとの変換残に相当する k の最下位 bit はパイプ

ラインレジスタで連続する5列分(5bit)を監視し、"最下位

bit=1"の列のうちの半数の列に一つずつ最大値を挿入する。

この論理がやや複雑なので、回路図では 5bit入力ROMを参

照し、その結果でSFT1回路を駆動し、予め定められた適切

な列データに最大値を挿入するようにしている。
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これにより、配列 B の無効画素数の半数が最大値に変換

されるので、図 9.の小型化回路を用いても有効画素のみか

らのメディアン計算が可能になる。この方法は7×7メディ

アンフィルタにおいても同様である。

図 14. 有効画素のみメディアン計算への変更

5. FPGA における回路規模

本稿で提案した小型化メディアンフィルタ回路を実際に

ハードウェア記述言語 VerlogHDL で記述し、ALTERA 社の

FPGA である Cyclone IV をターゲットとして QuartusII

Version13.1 でコンパイルした。そのときの回路規模算定

結果を表 5.1、表 5.2 に示す。ただし、この中にラインシ

フタを含む列画像切り出し回路部は含めていない。

表において、「従来方式」は前述の"odd-even"型ソート

回路を使用した方式、「全画素」は通常のメディアンフィ

ルタ、「有効画素」は有効画素のみからのメディアンフィ

ルタをそれぞれ意味する。

表 5.1.  5×5メディアンフィルタ回路規模比較

回路方式 従来方式 提案方式

全画素 有効画素 全画素 有効画素

LE 数 4,057 4,836 1,467 1,730 

メモリ数 0 bit 84 bit 40 bit 194 bit

表 5.2.  7×7メディアンフィルタ回路規模比較

回路方式 従来方式 提案方式

全画素 有効画素 全画素 有効画素

LE 数 15,457 18,213 3,973 4,766 

メモリ数 0 bit 225 bit 560 bit 584 bit

この結果、LE (Logic Elements) 数のみの比較では、5×

5 の場合で凡そ 1/2.8、7×7 の場合で凡そ 1/3.8 へと回路

規模が削減されていることがわかる。削減は、要素数の大

きなソーティング処理が少ない要素数のソート処理へと分

割実行されることによるものであり、その効果はウィンド

ウサイズが大きいほど大きい。

なお、全ソーティングによる従来方式はメディアン値以

外にも不必要に多くの要素データを出力しているが、

QuartusII は不要出力に関わる回路要素を自動的に削除す

るので、回路規模の結果が大きく変わることはない。

6. おわりに

5×5、7×7 の比較的大きなウィンドウサイズを持つメデ

ィアンフィルタについて、コンパクトでリアルタイム処理

可能な計算方式を新たに提案した。従来のウィドウ内要素

の全ソーティングを行う方式に比べて、小さな要素数のソ

ーティングを組み合わせて実行するため、1 クロック 1 画

素出力のリアルタイム性を保持しながらもコンパクトな回

路規模に収まった。

FPGA 上の回路規模は 5×5、7×7 の場合で従来比それぞ

れ 1/2.8 倍、1/3.8 倍の規模となった。メディアンフィル

タはもともと回路規模の大きなフィルタなので、実用上そ

の効果は大きい。

また、入力画像中に無効画素を含む特殊な画像であって

も、有効画素のみからのメディアンフィルタ処理が実現で

きることを示した。これにより、本稿における提案手法は、

例えば前述の立体視の視差画像の様に有効な視差値が計算

できない場合であっても、適用できるようになる。

なお、提案以外のウィンドウサイズへの拡張も可能と思

えるが、現時点では未検討である。また、リアルタイム性

の実現を目的としたためFPGAによる並列回路化を中心とし

たが、提案アルゴリズムは比較演算を大幅に削減する効果

があるため、ソフト処理であってもその高速化に有効と思

われる。

付 録

A1.【性質 1】

図A1.1.に示すように、図(a)のN×N数値配列Aに対し、

縦列ごとにソートして図(b)の配列Bを得たとする。この結

果、配列 B の同一列上にある上側の数値は下側の数値より

大となる。図(b)において矢印は数値間の大小関係を示す

不等号"≦"を表す。次に配列 B の数値を横行ごとにソート

し、図(c)の配列Cを得たとする。この結果、配列Cの同一

行上にある右側の数値は左側の数値より大となる。

この時、行ごとのソート処理によって左右方向の数値移

動が発生するにもかかわらず、図(c)に示すように配列Bに

おける上下要素間の大小関係は配列 C においても継承され

る。
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図 A1.1. 列行ごとソーティング後の要素間大小関係

【性質 1の証明】

簡単のため図 A1.2. に示すように、行ごとソート前後の

第 0 行と第１行に注目する。第 1 行の最大値 c14 がソート

前に例えば b13 だったとすれば、第 0 行内に少なくとも一

つ c14 より大きな数値 b03 が存在する。よって第 0 行のソ

ート後最大値 c04 は b03 以上、すなわち c14より大きい。

次に次大値 c13 がソート前に例えば b11 だったとすれば、

第 0 行内に c13 より大きな数値が少なくとも 2 個 b01,b03

が存在する。従って、第 0 行次大値 c03 は c13 より必ず大

きい。

第 1 行の 3,4,5 番目の要素 c12、c11、c10 についても第

0 行内に自身より大きい要素をそれぞれ 3､4､5 個以上持つ

から同様であり、結果として第0、1行間の大小関係は保存

される。配列 C の任意の 2 行間で同様な関係が成立するの

で、配列 Cの上で性質 1は成立する。

図 A1.2. 任意の 2行に注目した行ごとソート

A2.【性質 2】

横と縦のソーティングが終了した配列 C において、図

A2.1.(a)の破線で示す左上 45°方向の列ごとにソート処理

を行い、配列 D を得る。この結果、配列 D の同一 45°列に

ある左上側の数値は右下側の数値よりも大きい。

この時、配列 C の異なる行間、列間の要素の大小関係は、

図(b)に示すごとく斜めソーティングによる数値移動にも

関わらず配列 Dにおいても継承される。

図 A2.1. 斜め 45°ソート後の要素間大小関係

【性質 2の証明】

配列 C上で隣接する任意の斜列に注目し、図 A2.2.(a)に

示すように斜列0、1とする。この二本の斜列が配列Cの右

上三角領域に含まれるなら、斜列 1 の要素数は斜列 0 の要

素数より一つ少ない。そこで斜列 1の最上位と最下位に

cmax=MAX[{c01,c12,c23,c34}]

cmin=MIN[{c00,c11,c22,c33,c44}]

なる cmax,cmin を図のように新たに追加し、縦方向大小関

係、横方向大小関係にそれぞれ注目して並べ替えると、図

(b1)、(b2)なる二つの配列を得ることが出来る。

    図 A2.2. 斜め方向ソーティングによる大小関係

図(b1)、(b2)の配列を横行方向にそれぞれソートすると、

【性質 1】により図(c1)(c2)の大小関係の配列が得られる。

cmax は 第 1 列 の 最 大 値 、 ま た cmin は cmin ≦

[{c01,c12,c23,c34}] でもあるから、ソート処理によって

位置は変わらない。この関係を位置関係に注意して配列 D

として復元すると、図(d)が得られる。すなわち、注目二

斜列において図(a)の大小関係は保存される。

また、二本の斜列が配列 C の左下三角領域に含まれるな

ら、斜列 0 の要素数が斜列 1 の要素数より一つ少ない。こ

の時は、斜列0の最上位に斜列0の最大値cmaxを追加し、

斜列0の最下位に斜列1の最小値cminを追加するようにす
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れば、前述の右上三角領域の場合と同等の結果が得られる。

任意の隣接二斜列において図(a)に示す配列Cの要素間大小

関係が継承されるので、【性質 2】は成立する。

A3.【性質 3】

縦、横、45°斜め方向ソート後の配列 D において、図

A3.1.(a)のように左上 26°斜め方向の 3 列を考える。この

3 列の各要素間の大小関係は【性質 1】【性質 2】により図

の矢印の通りである。この配列に対して 26°斜め方向の列

ごとに左上方向が最大になるようにソート処理し、図(b)

の配列 Eが得られたとする。

図 A3.1 26°斜めソート前後の要素間大小関係

この時、配列 E において、各要素の数値は 26°斜め方向

ソーティングに関わらず配列 D で示された各要素間の大小

関係を継承する。

【性質 3の証明】

図A3.1.(a)の 3本の 26°斜列について2本ずつ選択して

    図 A3.2. 大小関係保存の説明図

配列しなおすと、図 A3.2.(a)(b)(c)の左側の図がそれぞれ

得られる。

この図において 26°斜めソートは、それぞれ 45°斜め

ソート、横行ソートに相当するから、それを実行すると

【性質 2】【性質 1】により、図(a)(b)(c)のそれぞれ右側

の大小関係が得られる。この関係を位置関係に注意して配

列 Eとして復元すると、図A3.1.(b)が得られる。この結果

から、【性質 3】は成立する。
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