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1.はじめに

多くのコンピュータビジョンや機械学習の問題は最
適化問題を解くことに帰着する．問題を凸最適化問題
で定式化可能な場合，局所解はただ一つ存在し大域的
最適解と一致するため，勾配法などにより大域的最適
解を求めることが可能である．しかし，局所解を複数
持つような非凸最適化問題で定式化された場合，凸最
適化手法では局所解を発見することしかできない．
非凸最適化問題の大域的最適化手法は非常に多く提
案されている．一つは良い初期解を利用することで，k-
meansクラスタリングや Iterative Closest Point（ICP）
アルゴリズムなどでは良い初期解を求める手法が提案
されている [2, 20]．しかし，これらの初期解が効果的
でない場合や，そもそも良い初期解を与えるのが困難
な場合も多い．その他の大域的最適化手法として，確
率的探索や多点探索に代表される，ヒューリスティッ
クな最適化手法が数多く存在する．具体的なアルゴリ
ズムとしては遺伝的アルゴリズム [17]，群粒子最適化
[10]，焼きなまし法 [12]などが挙げられる．実際にこれ
らの手法は k-meansクラスタリングや ICPアルゴリズ
ムで用いられており [5, 13, 16, 24, 21]，特に低次元パ
ラメータの最適化問題では有効である．しかし高次元
パラメータの最適化問題では有効に働かないことが多
く，また一般に良い解を得るためには，計算コストが
増大する傾向にある．
本稿では，最小二乗法の非凸最適化問題に限定し，
効率の良い（準）大域的最適化アルゴリズムを提案す
る．アルゴリズムの基となる重要な概念として，本稿
では局所最適解の大域的最適化についての指標である
Residual Expansion（RE）収束を提案する．RE収束
は局所最適解であるという条件の下で，データをどの
程度残差方向に移動させることが可能であるかを表す．
図 1は k-meansクラスタリングの結果と，残差方向に
移動したデータ点である．図 1aの解は移動したデータ
点に対しても収束しているが，図 1bでは解は収束して
いない．我々は最小二乗法問題において，データを最
も大きく移動しても局所最適解を保つ解が大域的最適
解に近いという仮説を立て，実際に一次元四次関数の
最小化ではこの仮説が成り立っていることを証明した．
また，この仮説に基づき，できるだけデータを大き
く残差方向に移動しても収束する解を高速に見つける
ためのヒューリスティックなアルゴリズムを提案する
（Residual Expansion Algorithm, REアルゴリズム）．
REアルゴリズムは多点探索や確率的探索に基づかな
い決定的な最適化手法であり，多くの問題で高速かつ
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(a) 大域的最適解であるクラス
タリング結果

(b) 局所解であるクラスタリン
グ結果

図 1: 異なる RE定数を持つ K-meansクラスタリング
の結果．グレーの点は元のデータ点を示し，赤，緑，青
の点はそれぞれのクラスタ中心から REにより広げら
れたデータ点である．図 1aは α = 1でREを行っても
収束しているが，図 1bでは収束していない．この例で
は，大きな RE定数を持つ解が大域的最適解となって
いる．REや RE定数の詳しい説明は第 2章で述べる．

高精度な大域的最適化を実現する．
我々の貢献は以下のとおりである．

1. 我々は新しい収束の概念として，RE収束を提案
する．これは局所最適解の大域的最適性と関連が
あると考えられ，一部の最適化問題について理論
的な説明を与えた．

2. 非凸最小二乗法問題に適用可能な大域的最適化手
法である REアルゴリズムを提案する．REアル
ゴリズムは高速，高精度かつ，非常に簡易な実装
が可能である．

3. 多くの問題でREアルゴリズムが高精度な大域的最
適化を実現することを実験結果により示す．具体
的には k-meansクラスタリング，ICPアルゴリズ
ム，最適直積量子化（Optimized Product Quan-
tization, OPQ），非負値行列分解（Nonnegative
Matrix Factorization, NMF） の四つの問題での
実験結果を示す．

2.Residual expansion (RE)

ここでは残差拡大（Residual Expansion, RE）とい
う，観測データを残差方向へ移動させる操作と，RE収
束という局所解の性質について定義する．更に RE収
束と大域的最適解の関係性について説明する．
本稿では以下の形で定式化される非凸最小二乗問題
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を考える．

E (θ) =
1

2
∥y − f (θ)∥22. (1)

REと RE収束の定義は以下の通りである．

定義 2.1 (RE). θ∗を式 (1)のある局所最適解とし，以
下のような目的関数 Eα(θ)を考える:

Eα (θ) =
1

2
∥ŷ − f (θ)∥22. (2)

ŷは観測データ yを残差方向に大きさ αで移動させる
ことで以下のように得られる．

ŷ = y + α (y − f (θ∗)) , (3)

この観測点を残差方向に移動させ，Eα (θ)を作る操作
を REとする.

定義 2.2 (α-RE収束). θ∗が Eα(θ)の局所解であるよ
うなある定数 α ≥ 0が存在するとき，θ∗は α-RE収束
であるとする. 特に，そのような最大の定数 αを RE
定数とする1.

2.1.制約無し微分可能な問題

ここでは最も単純な，制約無しの微分可能な最小二
乗問題を考える．ある局所最適解 θ∗に対して，Eα(θ)
の一次微分と二次微分を考える．

∇Eα (θ∗) = (1 + α)J⊤ (θ∗) (y − f (θ∗)) , (4)

∇2Eα (θ∗) = J⊤ (θ∗)J (θ∗) + (1 + α)S (θ∗) . (5)

ここで Jはヤコビ行列であり，S(θ)は

S (θ∗) =
∑
i

∇2fi(θ
∗) (yi − fi (θ

∗)) (6)

で表される．式 (4)は θ∗が局所解であることから 0で
あり，θ∗は常にEα(θ)の停留点であることを示してい
る．よって，θ∗が局所最適解であるための必要十分条
件は∇2Eα(θ)が半正定値行列ということである．もし
Sが半正定値行列でなければ，∇2Eα(θ)が半正定値行
列でなくなる α ≤ 0が存在し，その最大の αが RE定
数となる．
図 2は Eα(θ)の例を示している．REは目的関数を

θ∗の周りで押し上げる効果があり，αが十分に大きけ
れば θ∗ 局所最適解でなくなる．
一次元四次関数の最小化: ここでは一次元四次関数
の最小化問題，特に以下のように最小二乗法で定式化
される問題を考える．

E (θ) =
1

2

((
y1 − θ2

)2
+ (y2 − θ)

2
)
. (7)

式 (7)が二つの局所最適解 θ1, θ2を持つとき，以下の定
理が成り立つ．

1θ∗ が α ≥ 0に対して常に Eα(θ∗)の局所解である場合, RE定
数は∞ とする.
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(a) 局所解 θ∗1 と RE により得
られる関数 Eα(θ)．
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(b) 局所解 θ∗2 と RE により得
られる関数 Eα(θ)．

図 2: 異なる局所解 θ∗1，θ∗2 における，REにより得ら
れる Eα(θ)．赤い破線はそれぞれ α1 < α2 < α3 を用
いた REにより得られる目的関数である．θ∗1 における
Eα3

(θ)のように，十分に大きな αを用いてREを行う
と，元関数の局所解が Eα(θ)では局所解でなくなるこ
とがある．

-3 -1 1 3
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(a) 悪い局所解である k-means
クラスタリング結果

-3 -1 1 3

-1

1

(b) 大域的最適解である k-
means クラスタリング結果

図 3: k = 2による異なる k-meansクラスタリング結
果．図 3aでは α = ∞の RE定数を持つが，悪い局所
解となっている．一方，図 3bの RE定数は 1である
が，大域的最適解である．

定理 1. θ1と θ2をそれぞれ式 (7)での局所最適解とし，
それぞれの RE定数を α1，α2 とする．もし α1 > α2

ならば θ1 が大域的最適解であり，そうでなければ θ2
が大域的最適解となる．

証明. 付録を参照.

2.2.α-RE収束と大域的最適解の関係

我々の仮説である，大きい RE定数を持つ解が大域
的最適解に近いという仮説がどのような場合に成り立
つかは十分に明らかでなく，また成り立たない問題も
存在する．例えば k-meansクラスタリングでは図 3に
示すような反例が存在する．しかし，大きな RE定数
を持つ解を発見するための REアルゴリズムは実問題
で非常に有効に働く．

3.REアルゴリズム

ここでは大きな RE定数を持つ解を発見するための
アルゴリズムである，REアルゴリズムについて説明す
る．厳密に最も多きな RE定数を持つ解を発見するこ
とは困難であるため，我々はヒューリスティックなア
ルゴリズムを提案する．
REアルゴリズムはパラメータ更新ステップとREス
テップの二つのステップからなる．REステップでは
データを残差方向に移動させ，これは目的関数を現在
の解の周りで押し上げることとも言える．パラメータ
更新ステップでは，元の目的関数式 (1)を最小化する
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図 4: REアルゴリズムの振る舞いの概念図．REアル
ゴリズムはパラメータ更新ステップと REを交互に繰
り返し最適化を行う．

Algorithm 1 REアルゴリズム．

Initialize: t = 1, ŷ(1) = y, r(1) = 0
1: while not converged do
2: θの更新（式 (8)による）
3: r(t+1) = p(t)

(
y − f

(
θ(t+1)

))
+
(
1− p(t)

)
r(t)

4: ŷ(t+1) = y + α(t)r(t+1)

5: t = t+ 1
6: end while

Output: θ

代わりに，我々は以下の関数 Et (θ)を最小化する．

Et (θ) =
1

2
∥ŷ(t) − f (θ)∥22, (8)

ŷ(t) は以下で与えられる．

ŷ(t) = y + α(t)r(t), (9)

r(t) = p(t)(y − f(θ(t))) + (1− p(t))r(t−1). (10)

ここで αと 0 < p ≤ 1はそれぞれ拡大率とモーメンタ
ムのパラメータである．モーメンタムは高性能な大域
的最適化のために必要であり，また後述するようにア
ルゴリズムが発散することを防ぐためにも必要である．
REアルゴリズムは式 (8)の最小化によるパラメータ
更新ステップと，式 (9)，(10)による REステップを
交互に繰り返す． その際，最初に大きな α(1) を用い，
徐々に α(t)を小さくしていくことで，大きな RE定数
を持つ解を発見することを期待する．提案手法のアル
ゴリズムを Algorithm 1に示す．
REアルゴリズムは大きなRE定数を発見するための
アルゴリズムであるが，別の視点から大域的最適化が
可能であることを説明できる．REステップは目的関
数を現在の解の周りで押し上げることになるため，RE
アルゴリズムの振る舞いは図 4に示すようになり，目
的関数の押し上げにより悪い局所解を抜け出すことが
可能になると期待できる．

3.1.収束のためのREアルゴリズムのパラメータ設定

REアルゴリズムは残差方向への拡大率 αとモーメ
ンタムに関する pの二つのパラメータを持つ．α(t) は
大きな値から徐々に減らしていき，最終的に 0にする．
α = 0の場合，残差拡大は行われず，元の最小二乗問題

を最小化することになる．したがって REアルゴリズ
ムは元の最小二乗問題が収束するアルゴリズムを持っ
ている場合，収束が保証される．
REアルゴリズムの収束は保証されているが，適切な

αと pを用いないとベクトル rが非常に大きくなりア
ルゴリズムが不安定になる．r(t+1) について，以下の
式が得られる．∥∥∥r(t+1)

∥∥∥2
2

=
∥∥∥p(y − f

(
θ(t+1)

))
+ (1− p) r(t)

∥∥∥2
2

∼ (1− p− αp)
2
∥∥∥r(t)∥∥∥2

2
. (11)

ここで f
(
θ(t+1)

)
∼ ŷ(t) を近似として用いた．式 (11)

から (1− p− αp)
2 ≤ 1となる αと pを用いることで，

rの発散を防ぐことができることが示唆される．

3.2.REアルゴリズムの特色

REアルゴリズムはパラメータ更新ステップとREス
テップから成るが，パラメータ更新は単純な最小二乗
法である．そのため元問題を解くソースコードが存在
する場合，REアルゴリズムの実装はREステップにつ
いて，数行追加するだけで実現できる．
また，REステップの計算量は一般にパラメータ更
新ステップと比べて小さいため，REアルゴリズムの
1イテレーションの計算量は元問題を解く際の 1イテ
レーションの計算量とほとんど変わらない．したがっ
て SAや GAのような多点探索や確率的探索手法と比
べて，REアルゴリズムはパラメータ設定によっては高
速な大域的最適化が実現可能である．
REアルゴリズムは局所解を見つけるアルゴリズム
が存在する最小二乗問題であれば適用可能であるため，
非常に多くの問題に適用可能である．また，実験結果
で示すように，パラメータ数の多い最適化問題でも良
い大域的最適化を実現することができる．

4.実装の詳細

REアルゴリズム（Algorithm 1）のパラメータ αと
pについて，以下の式を用いた．

α(t) = (1− µ(t))/µ(t), (12)

p(t) = µ(t)/(1 + µ(t)). (13)

これは第 3.1章で述べたアルゴリズムの安定に必要な
条件 (1− p− αp)

2 ≤ 1 を常に満たし，また実験的に
よい大域的最適化を実現する．また，パラメータ µに
関しては，µ(t+1) = min(ρµ(t), 1) を用いた．ここで
ρ = exp(− log(µ(1))/T )を用いた．これにより T イテ
レーション時に µ(T ) = 1となり，REが行われなくな
る．最終的な提案手法のパラメータは µ(1)と T の二つ
のみである．
パラメータ θの更新では，１イテレーションの交互
最適化を用いた．例えば k-meansクラスタリングでは，
クラスタ中心と割り当てを収束するまで更新するので
はなく，一回のみ更新を行った．今回実験で扱う全て
の最適化問題は交互最適化が可能である．
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表 1: 合成データでの k-meansクラスタリングによる実験結果．異なる µ(0) と T を用いた REアルゴリズムの平
均相対エラーを示す．

(a) 合成データ A（k = 100）.

µ(0) = 0.5 µ(0) = 0.2 µ(0) = 0.1 µ(0) = 0.01

T = 30 0.905 0.894 0.902 0.921

T = 100 0.854 0.856 0.862 0.876

T = 300 0.843 0.844 0.846 0.854

T = 1, 000 0.837 0.839 0.840 0.843

(b) 合成データ B（k = 10）.

µ(0) = 0.5 µ(0) = 0.2 µ(0) = 0.1 µ(0) = 0.01

T = 30 2.699 1.758 1.493 0.998

T = 100 2.784 1.209 0.789 0.630

T = 300 2.722 1.036 0.708 0.552

T = 1, 000 2.749 0.994 0.630 0.552

5.実験

ここでは RE アルゴリズムの性能を評価するため，
k-meansクラスタリング，点群の位置合わせ，OPQ，
非負値行列分解の 4つの最小二乗法で定式化される非
凸最適化問題での評価実験を行う．点群の位置合わせ
で用いる Go-ICP [25]とそこでの比較実験を除き，全
てのソースコードはMATLABにより実装されている．
Go-ICPのソースコードはC++で公開されているもの
を用いた2．

5.1.K-meansクラスタリング

背景
K-meansクラスタリングは最も代表的なクラスタリ
ング手法の一つであり，量子化 [9]や教師無し学習 [6]，
またセグメンテーション [1]などの分野で使われる基礎
的な技術である．K-meansクラスタリングはデータベ
クトル x1, . . . ,xn ∈ Rd を，代表する k 個のクラスタ
中心のいずれかに割り当てる最適化問題で，以下のよ
うに定式化される．

min
C,Z

1

2
∥X−CZ∥2F (14)

s.t. zij = {0, 1}, ∥zi∥1 = 1,

ここでX = [x1, . . . ,xn] ∈ Rd×n はデータ行列， C =
[c1, . . . , ck] ∈ Rd×k はクラスタ中心を表す行列，Z =
[z1, . . . , zn] ∈ Rk×n は割り当てを表す行列である．
最も代表的な最適化手法はLloydのアルゴリズム [15]
で，これはクラスタ中心の更新と割り当ての更新を交互
に行う手法，つまり ZとCについて片方の変数を固定
しもう片方の変数を更新する交互最適化を行うもので
ある．別の手法として，Hartiganのアルゴリズム [8]が
挙げられる．この手法で得られる局所解集合は Lloyd
のアルゴリズムで得られる局所解集合の部分集合であ
り，Lloydのアルゴリズムよりもよいクラスタリング
を得られる手法である [23, 22]．また，初期解を求める
手法としてはランダムにデータからサンプリングする
手法の他に，k-means++ [2]がよい初期解を得られる
としてよく利用されている．
実験の詳細
比較手法として，ランダムな初期解と k-means++に
よる初期解それぞれに対してLloydのアルゴリズムを用
いた．また，Hartiganのアルゴリズムには k-means++
を初期解として Lloydのアルゴリズムにより得られた

2http://iitlab.bit.edu.cn/mcislab/˜yangjiaolong/go-icp/

(a) 合成データ A． (b) 合成データ B．

図 5: 1000点，2次元からなる合成データ.

解を初期解として与えた．計算時間は Lloydのアルゴ
リズムによる解を得るものも含めて報告している．RE
アルゴリズムには Lloydのアルゴリズムとランダムな
初期解を用いた．エラーとして式 (14)による目的関数
の値を用い，k-means++で得られた値を 1とする相対
エラーを載せる．
合成データによる実験結果
まずREアルゴリズムのパラメータ µ(1)と T の影響
を調べるために，図 5にある二つの合成データでの実
験を行った．k-meansクラスタリングを異なる初期解
から 50 回行い，その平均エラーを表 1 に載せる．大
きな T を用いるほど，どのケースでも最適化性能が向
上する．µ(1)については，データセット Bでは小さい
µ(1)がよい性能であるが，データセット Aでは大きな
µ(1)のほうが性能が高い．これはデータセット Bは局
所解から抜け出すのに大きな REが必要であるのに対
し，データセット Aでは小さな REでも局所解から抜
け出すことが可能であるからだと考えられる．これら
の結果から，同じ最適化問題であっても，データの分布
により最適なパラメータ µ(1) が異なることが分かる．
また，比較実験の結果を表 2に載せる．K-means++
はデータセット Bでは非常に効果的だが，データセッ
ト Aでは十分によいクラスタリングができていない．
一方，HartiganのアルゴリズムはデータセットAでは
最適化性能を向上させているが，データセット Bでは
有効に働いていない．REアルゴリズムは大きな T を
用いた場合，どちらのデータセットでも最適化性能を大
幅に向上させている．特にデータセットAでは T = 30
でも k-means++や Hartiganのアルゴリズムを上回る
最適化性能を，ほぼ同等の計算時間で達成している．
5.1.1.実データでの実験結果
実データの実験では，cloud データ3と COIL20[18]
を用いた．第 5.1 章と同様に 50 回の異なる初期解か

3https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Cloud
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表 2: 合成データでの k-meansクラスタリングの比較実験結果．各手法での平均/最小/最大の相対エラーと平均
計算時間を示す．

(a) 合成データ A（k = 100）.

相対エラー 計算時間
[sec]Mean Min Max

Random seeding 1.246 1.102 1.473 0.058

k-means++ [2] 1.000 0.944 1.081 0.244

Hartiganのアルゴリズム [8] 0.925 0.881 0.981 0.359

REアルゴ
リズム
（µ(0) = 0.1）

T = 30 0.902 0.875 0.942 0.258
T = 100 0.862 0.846 0.873 0.780
T = 300 0.846 0.836 0.856 2.29
T = 1, 000 0.840 0.831 0.850 7.61

(b) 合成データ B（k = 10）.

相対エラー 計算時間
[sec]Mean Min Max

Random seeding 4.277 0.552 22.680 0.0194

k-means++ [2] 1.000 0.552 8.743 0.0271

Hartiganのアルゴリズム [8] 1.000 0.552 8.743 0.0429

REアルゴ
リズム
（µ(0) = 0.1）

T = 30 1.493 0.552 6.777 0.0699
T = 100 0.789 0.552 2.500 0.176
T = 300 0.708 0.552 2.500 0.473
T = 1, 000 0.630 0.552 2.500 1.51

表 3: 実データでの k-meansクラスタリングの比較実験結果．各手法での平均/最小/最大の相対エラーと平均計
算時間を示す．

(a) Cloud データ（X ∈ R10×1024，k = 10）.

相対エラー 計算時間
[sec]Mean Min Max

Random seeding 1.255 1.003 1.438 0.0444

k-means++ [2] 1.000 0.920 1.097 0.0395

Hartiganのアルゴリズム [8] 0.994 0.920 1.093 0.0593

REアルゴ
リズム
（µ(0) = 0.1）

T = 30 0.980 0.920 1.031 0.0719
T = 100 0.941 0.920 0.986 0.183
T = 300 0.926 0.920 0.983 0.516
T = 1, 000 0.920 0.920 0.921 1.63

(b) COIL20 （X ∈ R1024×1440，k = 20）.

相対エラー 計算時間
[sec]Mean Min Max

Random seeding 0.999 0.953 1.076 2.22

k-means++ [2] 1.000 0.962 1.038 3.52

Hartiganのアルゴリズム [8] 0.990 0.960 1.021 8.07

REアルゴ
リズム
（µ(0) = 0.1）

T = 30 0.951 0.939 0.977 4.37
T = 100 0.945 0.938 0.960 12.6
T = 300 0.942 0.938 0.950 36.6
T = 1, 000 0.941 0.938 0.956 119

ら各手法でクラスタリングを行い，実験結果を表 3に
示す．Hartiganのアルゴリズムはどちらのデータセッ
トでも大きな改善をしておらず，また k-means++は
cloudデータでは有効だが COIL20ではランダムな初
期解とほぼ同じ性能である．REアルゴリズムはどち
らのデータセットでも最適化性能を改善しており，実
データでは非常に有効な手法だと考えられる．

5.2.点群の位置合わせ

背景
点群の位置合わせはコンピュータビジョンにおける
重要な基礎技術である．ここでは 3次元の剛体変換に
よる点群の位置合わせを考える．つまり，ソースの点
群X = [x1, . . . ,xn] ∈ R3×n とターゲットの点群Y =
[y1, . . . ,ym] ∈ R3×mが与えられたとき，３次元の回転
と並進のパラメータを推定する問題である．ここでは
特に point-to-pointなコスト関数を用いた以下の最適
化問題を考える．

min
R,t,Z

1

2
∥RX+ t1⊤ −YZ∥2F (15)

s.t. zij = {0, 1}, ∥zi∥1 = 1,R⊤R = I,

ここで R ∈ SO(3)は回転行列，t ∈ R3 は並進ベクト
ルであり，Z = [z1, . . . , zn] ∈ Rk×n は割り当ての行列
である．また，Iと 1はそれぞれ単位行列と，すべての
要素が 1であるベクトルを表す．
式 (15)の最適化手法として一般的に Iterative Closest

Point (ICP) アルゴリズム [4]が用いられる．これは交
互最適化手法であり，Zを固定してRと tの更新を行

(a) ソース点群（500 点）． (b) ターゲット点群（313 点）.

図 6: 点群位置合わせに用いたデータ．

うステップと，Rと tを固定して Zの更新を行う二つ
のステップを繰り返すことで局所最適解を求める手法
である．大域的最適化を実現するために，確率的探索
を用いる手法が提案されている（GA [21], PSO [24],
and SA [16]）．また，最近ではYangらが大域的最適化
手法として Go-ICP [25]を提案した．これは branch-
and-boundアルゴリズムを用いることで理論的に大域
的最適化を保証するが，計算コストが非常に大きいと
いう欠点がある．
実験の詳細と結果
回転角 ϕとランダムな回転軸により回転行列を生成
し，ソース点群からターゲット点群を生成し，標準偏
差 σ = 0.03によるガウスノイズを加える．回転角には
ϕ = π/3, 5π/12, π/2を用いた．エラーとしては式 (15)
による目的関数の値を用い，異なる点群に対して 50回
の平均エラーと成功回数（目的関数値が 1より小さい

FIT2017（第 16 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2017 by Information Processing Society of Japan and
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers
All rights reserved.

 57

第3分冊



表 4: 3次元点群の位置合わせの実験結果．異なる回転
角から生成された 50個の回転行列に対する，推定の成
功回数と，合計 150回の試行でのアルゴリズムの平均
イテレーション数を示す．

成功回数 イテレー
ション数ϕ = π/3 ϕ = 5π/12 ϕ = π/2

ICPアルゴリズム 26 4 1 46.7

REアルゴ
リズム
（µ(0) = 0.1）

T = 30 46 25 2 47.4
T = 100 49 31 5 110.1
T = 300 49 33 6 310.2
T = 1, 000 49 36 6 1008
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Go-ICP

Go-ICP + RE

図 7: 点群の位置合わせの比較実験（ϕ = 5π/12）．50
回の試行での目的関数値と計算時間をプロットしてい
る．REアルゴリズムでは T = 30を用いた．ICPア
ルゴリズム，REアルゴリズム，Go-ICP，Go-ICP +
REの平均計算時間はそれぞれ 0.0304，0.0347，0.551，
0.231秒である．

回数）を報告する．
比較手法として，通常の ICP アルゴリズムと Go-

ICP[25]を用いた．Go-ICPは ICPアルゴリズムによ
る局所解探索と branch-and-boundアルゴリズムによ
る探索空間の枝狩りを交互に繰り返し，大域的最適解を
発見するアルゴリズムである．ここでは通常のGo-ICP
に加え，Go-ICPの局所解探索をREアルゴリズムに変
更した Go-ICP + REの実験も行う．データセットに
は図 6に示す Stanford3Dデータセットの bunny4を用
いた．ターゲット点群は図 6bに示すようにソース点群
の一部を用い，点群の各座標は全て [−1, 1]3 の範囲内
に正規化した．
まず，ICPアルゴリズムと REアルゴリズムと比較
実験結果を表 4に示す．REアルゴリズム（T = 30）は
ほぼ同じ計算時間でよりよい最適化性能を示している
ことが分かる．k-meansクラスタリングと同じく T を
大きくすることで最適化性能は良くなるが，大域的最
適化の成功率は大きく変わらない．
図 7にGo-ICPとの比較を示す．ここではϕ = 5π/12
の回転角から生成された 50個のランダムな回転行列に
対する結果を全てプロットしている．Go-ICPは常に
大域的最適解を発見することができているが，通常の
ICPやREアルゴリズムと比べ計算量が非常に大きい．
Go-ICP + REは Go-ICPと同じく大域的最適解を保
証しつつ，Go-ICPと比べて計算量を減らしている．

4http://graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep/
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図 8: OPQの比較実験．異なる初期解から 5回の試行
での平均目的関数値をプロットしている．

5.3.最適直交量子化（OPQ）

背景
OPQ[7, 19]は近年提案された直積量子化 [9]の拡張
手法であり，効率的な近似最近棒探索手法のための量
子化手法の一種である．OPQの最適化問題は以下のよ
うになる．

min
R,C,Z

1

2

N∑
i=1

∥∥∥∥∥∥∥∥xi −R


C(1)z

(1)
i

...

C(M)z
(M)
i


∥∥∥∥∥∥∥∥
2

2

(16)

s.t. z
(m)
ij = {0, 1},

∥∥∥z(m)
i

∥∥∥
1
= 1,R⊤R = I,

ここでX,C,Zは k-meansクラスタリングと同様それ
ぞれデータ，クラスタ中心，割り当ての行列であり，R
は回転行列である．
式 (16)の最適化はR，C，Zに関する交互最適化に
より実現される [7, 19]．Geらはデータ分布がガウス分
布に従うという仮定を用いたパラメトリックな最適化
手法も提案している [7]．
実験の詳細と結果
ここでは 100,000個の 128次元 SIFT特徴量からな
る SIFT 1M [9]を用いて OPQの実験を行う．式 (16)
の分割数パラメータM = 8と，クラスタ数 k = 256を
用いた．比較手法は交互最適化 [7, 19]である．
異なる初期解から各手法で 5回最適化を行い，目的
関数の平均値をプロットした結果を図 8に示す． RE
アルゴリズムは大域的最適化性能を向上させるのみな
らず，T = 30と T = 100の場合は収束を早めている．
REアルゴリズムは目的関数を現在の解の周りで押し
上げるため，勾配を急峻にしていることが収束が早く
なる理由として考えられる．

5.4.非負値行列分解（NMF）

背景
NMFはデータ行列を非負値の行列で分解する手法で
あり，以下のように定式化される．

min
U,V

1

2
∥X−UV∥2F (17)

s.t. uij ≥ 0, vij ≥ 0 for all i, j
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表 5: 合成データでの NMFの実験結果．各手法での
MSEと，MSE<0.0015を実現した回数を示す．

MSE
成功回数

Mean Min Max

ALS 0.2128 0.0109 0.7333 0

ALS + RE 0.0683 0.0184 0.1925 0

MU 0.0016 0.0015 0.0017 2

MU + RE 0.0015 0.0014 0.0016 9

ANLS-BPP 0.0032 0.0014 0.0038 1

ANLS-BPP + RE 0.0017 0.0014 0.0021 4

ここでX = [x1, . . . ,xn] ∈ Rd×nはデータ行列である．
NMFは音声処理や画像処理の文脈で広く使われている
基礎的な技術である．
NMF の最適化手法は様々な手法が提案されている
が，本稿では交互最小二乗法（ALS）[3]，Multiplicative
update（MU）[14]，block principal pivotingを用いた
交互最適化（ANLS-BPP）[11]の三つを用いて実験を
行う．これらの手法は基本的に局所解を発見する手法
であるが，ALSのみ各イテレーションでエネルギーが
下がる保証がないため，局所解を発見する保証はない．
合成データでの実験
ランダムに行列 Ugt ⊂ Rn×r と Vgt ⊂ Rr×m を生
成し，データ行列をXをX = UgtVgt +Nにより計
算する．ここでNの各要素は分散 σ2 = 0.01のガウス
分布からなるノイズである．このデータ行列Xからパ
ラメータUとVを推定し，エラーの指標としてMSE
（∥X−UV∥2F /nm）用いた．
異なる 10個の初期解から，ALS，MUとANLS-BPP
の手法と，それぞれのアルゴリズムにREアルゴリズム
を組み合わせて推定した結果を表 5に示す．推定の成功
回数はMSEが 0.0015を下回った回数である．REアル
ゴリズムのパラメータには µ(1) = 1.0×10−6，T = 300
を用い，それぞれのアルゴリズムは 10,000イテレーショ
ンで打ち切った．REアルゴリズムはどの手法と組み合
わせてもエラーを小さくすることに成功していること
が確認できる．しかし ALSはエラーが非常に大きく，
REアルゴリズムと組み合わせても他の手法と比べて
良い結果を得ることができていない．
実データでの実験
実データとして AT&T Laboratories Cambridgeの
顔画像データベース5を用いた．これは異なる 40人の
顔画像，計 400枚からなるデータセットで，各画像の
大きさは 92×112ピクセルである．この画像群から成
るデータ行列X ∈ R10304×400を用い，合成データの実
験と同様に各手法で異なる 5個の初期解から推定を行
いエラーを評価した．
各イテレーション時点での平均のエラーをプロット
した実験結果を図 9に示す．REアルゴリズムのパラ
メータは µ(1) = 0.01と T = 50を用いた．ALSの手法
は厳密にエネルギーを下げる手法ではないため，REを
使っても良い解を求めることが出来ていない．MUは
収束にかなり時間がかかるが，REと組み合わせること

5http://www.cl.cam.ac.uk/research/dtg/attarchive/facedatabase.html
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図 9: 実データでのNMFの実験結果．各イテレーショ
ンでのMSEをプロットしている．

でOPQと同様に収束を早めていることが確認できる．
ANLS-BPPは収束が早く，エラーも他のアルゴリズム
と比べて低いが，REと組み合わせることで最終的なエ
ラーを下げることに成功している．

6.まとめ

本稿では非凸最小二乗法の最適化問題に対する大域
的最適化手法として，REアルゴリズムを提案した．RE
アルゴリズムは RE収束という新しい大域的最適化に
関する収束の指標に基づき，RE定数の大きな最適解
を発見するようなアルゴリズムとなっている．我々は
RE収束と大域的最適解の関係に対する理論的な説明
と，多くの最適化問題（k-meansクラスタリング，点
群の位置合わせ，OPQ，NMF）での高い最適化性能を
実験的に示した．
今後の課題として，まず理論の面では大きな RE定
数を持つことと大域的最適解の関係については十分に
明らかにされていない．今回実験で扱った問題で，最
大の RE定数を持つ解が大域的最適解となるのかは不
明であり，実際に k-meansクラスタリングでは反例も
存在する．これらの問題で，どのような条件であれば
大域的最適解となるかなどの説明を与えることは重要
な課題である．また，REアルゴリズムは最小二乗法の
問題にしか適用できないため，これを最小二乗法以外
の問題に適用できるように拡張することを考えている．
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付録：Theorem 1の証明

まず，E(θ)を θについて微分することで以下の式を
得る．

∇E (θ) = 2θ3 + (−2y1 + 1)θ − y2. (18)

式 (7)において，θ3を局所最大値を与える解とすると，
θ1, θ2, θ3 はそれぞれ式 (18)= 0の根である．解と係数
の関係より，以下の関係式を得る．

θ1 + θ2 + θ3 = 0, (19)

θ1θ2 + θ2θ3 + θ3θ1 =
−2y1 + 1

2
, (20)

θ1θ2θ3 =
y2
2
. (21)

式 (19)-(21)を整理することで以下の二つの式を得る．

y1 =
1

2

(
(θ1 + θ2)

2
+ θ21 + θ22 + 1

)
≥ 1

2

(
θ21 + θ22 + 1

)
.

(22)
y2 = −θ1θ2(θ1 + θ2) (23)

E(θ1)と E(θ2)の大小関係を調べるため，その差を
考える．

E(θ1)− E(θ2) = −1

2
(θ1 − θ2)

2(θ21 − θ22). (24)

よって，もし θ21 > θ22 ならば E(θ1) < E(θ2)であり，
そうでなければ E(θ1) > E(θ2)であることが分かる．
ある局所解 θ∗でのREされた関数Eα(θ)は以下のよ
うになる．

Eα(θ) =
1

2

( (
y1 − θ2 + α

(
y1 − θ2∗

))2
+(y2 − θ + α (y2 − θ∗))

2

)
. (25)

Eα(θ)の二階微分は以下で与えられる．

∇2Eα(θ) = 2(θ2 − y1) + 2α(θ2∗ − y1) + 4θ2 + 1. (26)

したがって θ∗ の RE定数は以下で与えられる．

α∗ =

{
∞ (θ2∗ ≥ y1)

−1 +
(4θ2

∗+1)
y1−θ2

∗
(otherwise)

(27)

式 (22)より，局所解 θ1と θ2について以下の三つの
ケースを考えればよい．

(i) θ21 ≥ y1かつ θ22 < y1の場合：この場合 θ1のRE定
数 α1 = ∞かつ θ2 の RE定数 α2 は有限である．従っ
て α1 > α2 であり θ21 > θ22 となる．

(ii) θ21 < y1 かつ θ22 ≥ y1 の場合：(i)と同様にして
α1 < α2 かつ θ21 < θ22 となる.

(iii) θ21 < y1 かつ θ22 < y1 の場合：以下の関係式を
得る．

α1 − α2 =
(4y1 + 1) (θ21 − θ22)

2 (y1 − θ21) (y1 − θ22)
. (28)

従って α1，α2間の大小関係は θ21，θ22 間の大小関係と
一致する．
(i)，(ii)，(iii)より，α1，α2間の大小関係は常に θ21，θ

2
2

間の大小関係と一致することが言える．よって式 (24)
より，もし α1 > α2 ならば θ1 が大域的最適解であり，
そうでなければ θ2 が大域的最適解である．
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