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1. はじめに 

近年，様々な分野で大規模計算の需要が高まり，超並列

計算機に関する研究が盛んである．超並列計算機の相互結

合網のために種々の位相が提案されている[1, 2, 3, 4, 5]．バ

イキューブ[5]はその 1 つであり，ハイパーキューブ[1]の変

種である．バイキューブは，ハイパーキューブと同じ次数

で，ハイパーキューブの約半分の直径を持ち，頂点対称と

いう優れた性質を持つ．本論文では，バイキューブにおけ

る最短経路選択アルゴリズムを提案することを目的とする． 

2. 諸定義 

本節では，関連する諸定義と位相の性質を与える． 

 次元ハイパーキューブ   は，優れた特徴を持つ相互

結合網の位相の 1 つであり，以下の定義を持つ． 
 

定義 1    は無向グラフであり，      を頂点集合とする．

各頂点              は，頂点                      

                 と隣接する． 
 

   の頂点数は  ，直径は である．   は 2 つの     

から構成される再帰的な構造を持つ．   は，頂点の次数

が である対称グラフである． 

 次元バイキューブ   は，   を改良した位相である． 
 

定義 2                       に対し，   
   
   が偶数

なら      ，奇数なら      となる関数    を定義す

る．              に対し，   かつ           ，ま

たは，     かつ           であるとき   を  関係に

あるという． 
 

 例えば，100110 と 011001 は，  関係にある． 
 

定義 3    は無向グラフであり，            を頂点集合

とする．隣接条件は， の偶奇により異なる．すなわち， 

が奇数ならば，各頂点             は，    以外の

     ビットのうちの 1 ビットだけを反転させて得られる

     個の頂点                                   

   に加え，   2   3  0 と lp 関係にある頂点に   1

を付与した頂点   1 と隣接する．この辺 ,   1 を全反転

辺という．一方， が偶数ならば，各頂点 には，    以外

の     ビットのうちの 1 ビットだけを反転させた     

個の頂点                                       

に加え，            と  関係にある頂点に              を付

与した頂点      と隣接する．  の偶奇にかかわらず，    

を の第 隣接頂点といい，    の第 隣接頂点を      と表す． 
 

 図 1 に，   ,    を示す．   の頂点数は  で，直径は

                である．一方，   ,    ,    ,    の直

径は，それぞれ，3, 4, 4, 5 である．また   において，

            と            の各頂点集合から導出さ

れる部分グラフは，各々     と同型である．すなわち， 

 

   は， 2 つの

     から構成

される．なお，n

が偶数の場合，

               

  と           

        の各頂

点集合から導出

される部分グラ

フは，いずれも

     と同型で，

    (n: 偶数)は，

2 つの     から

構 成 さ れ る ．

   は，頂点の次数が である頂点対称グラフである． 

3. 提案アルゴリズム 

本節では，   における最短経路選択アルゴリズムにつ

いて述べる．まず，   における出発頂点 と目的頂点 に

対し，  の隣接頂点集合のうち， から へ至る最短経路上

にある頂点の集合を前方隣接頂点集合と呼び，      と表

す．また，   間の距離とハミング距離を，それぞれ

      と      で表す． 

我々が提案する最短経路選択アルゴリズムは，出発頂点

 と目的頂点 に対し，      の部分集合を求め，そのうち

の 1 つを選択する．この過程を繰り返すことで，最短経路

により目的頂点に到達する．定義 3 に示したように，バイ

キューブは，奇数次元と偶数次元において隣接条件が異な

るため，最短経路選択アルゴリズムは，それぞれの次元に

対して，異なるアルゴリズムとなっている． 

3.1 奇数次元における提案アルゴリズム 

    (  奇数)において最短経路を選択する提案アルゴリ

ズム RO を図 2 に示す．出発頂点 と目的頂点 に対して，

RO による経路選択を行うには，RO( ,  )と呼び出す． 

アルゴリズム RO は，まず，      と        を求

める．次に，   
   
   の偶奇によって，      のビット列が

異なるため，場合分けを行う．その後，k と    の値を用

いて，さらに場合分けを行う． 

例えば，       ，       の場合，   
   
   が偶数

で，     ，      なので，    が， の前方隣接頂点

となる． 
 

補題 1     (  奇数)の 2 頂点               に対し，

                 ，     
   
   とする．このとき，

   
   
   が偶数ならば，   間の距離      は以下となる． 
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図 2 経路選択アルゴリズム RO 
 

(証明) [5]による． 
 

補題 2     (  奇数)の 2 頂点               に対し，

                 ，     
   
   とすると，   

   
   

が偶数で，   ならば                        ． 

(証明 )    より                                となる．        
   

  

  
      

                                    

より，   
 

   
   は奇数となる．よって，                              

                                        となり，               ．したが

って，           となる．補題 1 より        なので，

                     となる． 
 

補題 3    の 2 頂点                  に対し，

                 ，   
 
     とする．このとき，

       が偶数，     ならば，                  ． 

(証明)     より   は   と同型な同一の部分グラフに属

し，   
 
     より            から，                  ． 

 

補題 4     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，      
   
   

とする．このとき，   
   
   が偶数，     ，      ，

   ならば，                     となる． 

(証明)      ，      より                          ．   
   
   

が偶数なので         となり，補題 1 より，            

  ．                                                                  より，

                                      ．                           

                     から                 なので，

           ．よって，                     ． 
 

補題 5     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，      
   
   

とする．このとき，   
   
   が偶数，     ，      な

らば，                  となる． 

(証明)      ，      より                                                   

         ．ここで，                                   から    
   
   

が奇数で，           ．また，     ，      より，

補題 1 から        で，                  ． 
 

補題 6     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，     
   
   

とする．このとき，   
   
   が偶数，         ，      ，

     ならば，             となる． 

(証明)    
   
   が偶数で，      ，     より，       

                                                                     ．ここで補

題 1 より             ．また，     から補題 1 より

                     ．よって，             ． 
 

補題 7     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，     
   
   

とする．このとき，   
   
   が偶数，         であり，

      または     ならば，                  ． 

(証明)       かつ     のとき，補題 1 から，       

                   ．          より，     

   ．よって， に到達するまでに全反転辺を通過する必

要がある．            と は     と同型な同一部分グラフ

に属する．                                          ．

また，                        なので，              

   ．よって，             ．一方，                

               )．経路構成中に全反転辺を選ばな

いよう第     隣接頂点を選択することで，        から  

へ至る長さ     の経路を構成可能．             

より，                        ． 

       のとき，             なので，補題 1 より，

                         ．よって，         

       ．       となるため， に到達するま

procedure RO( ,  ) 
z :=    ; 

k :=    
   
   ; 

if    
   
    is even then 

  if k = n then return                
  else if k =     then 

    if        and     then 

      return             
    else if        and     then 

      return                

    else /*        */ return             
    end if 

  else if           then 

    if        and       then 

      return          

    else return             
    end if 

  else if           then 

    return                
  else /*           */ 

  if        and     then 

    return          

  else return             
  end if 

else /*    
   
    is odd */ 

  if     then return          
  else if       then 

    if        and     then 

      return             
    else if        and     then 

      return                

    else /*        */ return          
    end if 

  else if           then 

    if        and       then 

      return          
    else if        and       then 

      return             
    else /*        */ 

      return                    
    end if 

  else if           then 

    return                
  else /*           */ if        then 

    return             
  else if        and     then 

    return                
  else /*        and     */ 

    return                   
  end if 

end if 
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でに全反転辺を通過する必要がある．               と 

は，     と同型な同一の部分グラフに属する．            

                      ．              より，

                  となる． 

 以上より，   
   
   が偶数，         であり，      

または     ならば，                  となる． 
 

補題 8     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，      
   
   

とする．このとき，   
   
   が偶数，         ，      ，

   ならば，             となる． 

(証明)    ならば，                   ．        より，

             ．    な ら ば ，                            

       より，                                から，

             ．        より，             ． 
 

補題 9     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，      
   
   

とする．このとき，   
   
   が偶数，         であり，

      または   ならば，                  ． 

(証明)       のとき，   は     と同型な同一の部分グ

ラフに属する．          より，     と同様な経路選択

を行うことができ，                  となる． 

       かつ   のとき，        は     と同型な同

一の部分グラフに属するため，上記と同様，           

  となる．また，           より，補題 1 から，     

                 であるので， に到達するまでに

全反転辺を通過する必要はない．                   

        ．経路構成中に全反転辺を選ばないよう第   

   隣接頂点を選択することで，                 か

ら へ至る長さ   の経路を構成可能．したがって，

                        となる． 

 以上より，   
   
   が偶数，         であり，      

または   ならば，                  となる． 
 

補題 10     (  奇数)の 2 頂点   に対し，            

      ，     
   
   とする．このとき，   

   
   が偶数，

         ならば，                     ． 

(証明) 補題 7，9より,                     ． 
 

補題 11     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，     
   
   

とすると，   
   
   が奇数，   ならば，             ． 

(証明)    より，                                ．このとき，   
   
   

が奇数なので， と は隣接し，             となる． 
 

補題 12    の 2 頂点   に対して，              

   ，   
 
     とする．このとき，       が奇数，

    ならば，                   となる． 

(証明) 補題 3と同様に証明可能． 
 

補題 13     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，     
   
   

とする．このとき，   
   
   が奇数，     ，      か

つ   ならば，                      となる． 

(証明)      ，      より                          ．   
   
   

が奇数より                        で，                        

                           ．                      

                 で，                    ，             

  ．また，                                                          

                    となり，補題 1 より                

      ．以上より，                     ． 
 

補題 14     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，     
   
   

とする．このとき，   
   
   が奇数，     かつ      

ならば，             となる． 

(証明)      かつ      より，                                        

                              となる．このとき，        

                                   となるため，

      と は隣接する．一方，               はいずれ

も と隣接しない．よって，             となる． 
 

補題 15     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，     
   
   

とする．このとき，   
   
   が奇数，         ，      

かつ     ならば，             となる． 

(証明 )    
   
   が奇数，      かつ     より，   

                                                             なので，       

                                ．このとき，                    

       となり，          は隣接する．よって，          

    ．一方，                             なので，補題 1 より 

           ．また，      ，    以外の の隣接頂点と 

の距離は補題 1 より である．以上より，             ． 
 

補題 16     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，     
   
   

とする．このとき，   
   
   が奇数，         ，      

かつ     ならば，                  となる． 

(証明)          
    

 
      

 に対し，   
 

   
   が奇数な

ので，               ．また，                  

               ．          よ り ，       

         なので，補題 1 より                        

            ．よって，               ． 

        
    

 
      

              に対し   
 

   
   

は偶数．              と             より，補題

1から                            ． 

        
    

 
      

        に対し   
 

   
   は偶数．

             と              より，       

         のとき，補題 1 から                      

          ．         のとき，補題 1 から        

                                     ． 

 以上より，   
   
   が奇数，         ，      かつ

     ならば，                  ． 
 

補題 17     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，     
   
   

とする．このとき，   
   
   が奇数，         ，      

ならば，                         となる． 

(証明)          
    

 
      

 に対し，   
 

   
   が奇数よ

り，               ．         より，           ．

また，        は     と同型な同一の部分グラフに属す

るので，     と同様な経路選択で，d(             ． 

        
    

 
      

        に対し，   
 

   
   は偶数．

また，             ．このとき，             よ

り ，      の と き ， 補 題 1 か ら            ．

              のとき，補題 1から             ． 

FIT2019（第 18 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2019 by Information Processing Society of Japan and
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers
All rights reserved.

 3

第1分冊



        
    

 
      

              に 対 し ，

   
      

   は偶数．              ．このとき，     

         より，          のとき，補題 1 から，        
                                                
         ．               のとき，補題 1 より，

                                  ． 

 以上より，   
   
   が奇数，         ，      ならば，

                         となる． 
 

補題 18     (  奇数)の 2 頂点               に対し，

                     ，     
   
   とする．この

とき，   
   
   が奇数，          ，       ならば，

                  となる． 

(証明)       のとき，   は     と同型な同一の部分グ

ラフに属する．          より，     と同様な経路選択

を行うことができ，                  となる． 
 

補題 19     (  奇数)の 2 頂点                     

       に対し，                 ，     
   
   

とする．このとき，   
   
   が奇数，          ，      

かつ   ならば，                     となる． 

(証明)       かつ   より，                   ．このと

き ，                                             ．

                                で，          は隣接す

る．よって，           ．また，   
   
   が奇数なので，

                               ．このとき，補題 12 の証明より

             ．以上より，                     ． 
 

補題 20     (  奇数)の 2 頂点                     

        に対し，                 ，     
   
   

とする．このとき，   
   
   が奇数，          ，      

かつ   ならば，                           となる． 

(証明)         
    

 
      

               に対し，

   
   
   が奇数なので   

 
   
   は偶数．             と

           より，補題 1 から，                    
         である． 

       に対し，   
   
   が奇数なので               ．

           より                 ．        

        のとき，補題 15，16 より             ．よって，

             ．           のとき，         と補題

18の証明より，                           ． 

        
    

 
      

         に対し，   
 

   
   は偶数．

また，             ．このとき，           より，

           のとき，補題 1 から                     

        ．         のとき，補題 1 から          

                            ． 

 以上より，   
   
   が奇数，         ，      かつ

   ならば，                        ． 
 

補題 21     (  奇数)の 2 頂点               に対し，

                  ，     
   
   とする．このとき，

   
   
   が奇数，         ならば，                 

      となる． 

(証明) 補題 16, 17, 18, 20より                       ． 
 

命題 1     (  奇数)の 2 頂点   に対し，アルゴリズム RO

は，      の空でない部分集合を時間計算量 O(n)で与える． 

(証明)       の空でない部分集合を与えることは，補題 2

から 21 により明らか． や は，    時間で計算可能であ

る．場合分けに，    時間かかる．さらに，前方隣接頂点

集合は，配列を用いて    の添字 のみを戻せばよいので，

    時間かかる．したがって，全体として，    時間で

      の空でない部分集合を求めることができる． 

3.2 偶数次元における提案アルゴリズム 

    (  偶数)において最短経路を選択する提案アルゴリ

ズム RE を図 3 に示す．出発頂点 と目的頂点 に対して，

RE による経路選択を行うには，RE( ,  )と呼び出す． 
 

図 3 経路選択アルゴリズム RE 
 

アルゴリズム RE は，まず，      を求める．次に，

      ならば， と が同じ     に存在するため，

RO(           ,            )によって経路選択を行

う．もし，その結果が        ならば，RE( ,  )の結果は，

        となる．一方，      ならば，        が結果と

なる．その後，RO を用いて経路選択を行う． 

例えば，                 の場合，      より

RO を呼び出す．                 の場合，      

より        が結果となる． 

命題 1 と同様に命題 2 を証明することができる． 
 

命題 2     (  偶数)の 2 頂点   に対し，アルゴリズム RE

は，      の空でない部分集合を時間計算量    で与える． 

4. 結論と今後の課題 

本論文で  次元バイキューブ   に対する最短経路選択

アルゴリズムを提案し，その正しさを証明し，時間計算量

O(n2)を示した．提案アルゴリズムは，出発頂点 と目的頂

点 を取り， の隣接頂点の中から， への最短経路上にあ

る前方隣接頂点を見つけ，これを選択することを反復して，

最短経路を構成する．すべての前方隣接頂点を見つけるよ

う，提案アルゴリズムを改良することが今後の課題である． 
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procedure RE( ,  ) 

if        then begin 
  X := RO(           ,            ); 

  if X =          then return          

  else return X 
  end if 

end else /*        */ return          
end if 
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