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1. はじめに
合流性は，項書き換え系の重要な性質であるが，一般
的には決定不能であることが知られている．しかし，い
くつかのクラスに対しては合流性判定が決定可能である
[1, 2, 3]．また，基底項書き換え系や線形シャロー項書き
換え系の合流性判定を多項式時間で実行するアルゴリズ
ムも提案されている [2, 3]．これらのアルゴリズムに共
通しているのは，項書き換え系の書き換え規則をフラッ
トな形に変換して適当な閉包操作を行う点である．しか
し，フラット変換は書き換え規則数を大幅に増やすため
効率的な合流性条件の検証を困難にする場合がある．
本研究では，基底項書き換え系に焦点を絞り，フラッ
ト変換を改良した効率的な合流性判定アルゴリズムを提
案し，実験結果を報告する．

2. 項書き換え系
項書き換え系は書き換え規則の有限集合である．自然
数 0, 1, 2, . . . を 0, S(0), S(S(0)), . . . と表現すると，自然
数上での加算は以下の項書き換え系で与えられる．

R =
{

x + 0 → x
x + S(y) → S(x + y)

たとえば，1 + 1 = 2の計算は，Rでは S(0) + S(0) →
S(S(0) + 0) → S(S(0))なる書き換えで実現できる．こ
のとき，S(0)のように変数を含まない項を基底項とい
い，基底項のみで構成される書き換え系を基底項書き換
え系という．
項書き換え系 Rで sから tに 0回以上の書き換えで
到達できるとき s

∗→R t （Rが自明のとき，s
∗→ tと略

記）と記す．任意の項 t, t1, t2について，t1
∗← t

∗→ t2な
らば，ある項 sが存在して t1

∗→ s
∗← t2 となるとき，項

書き換え系 Rは合流性をもつという．

3. 基底項書き換え系の合流性判定
基底項書きえ系の合流性判定アルゴリズム [3]は，基底
項書き換え系Rを入力し，合流または非合流を判定する
(図 1)．このアルゴリズムの特徴は，３ステップの変換
をしてから合流性条件の検証を行うことである．合流性
条件の検証時間は Rpの書き換え規則数によって大きく
影響を受ける．Rの書き換え規則数を |R|で表すと，図
1の変換過程での書き換え規則数は一般に |R| = |Rc| ¿
|Rf | ≤ |Rp| となる．ここでは，フラット変換を改良す
ることで，|Rf |を小さくし，効率的な合流性判定アルゴ
リズムへの改良を試みる．

4. フラット変換
フラット変換とは，項書き換え系の各書き換え規則の
深さを２以下に制限する変換のことで，以下のように定
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図 1: 基底項書き換え系の合流性判定

義される．ここで，項 uが真部分項 sをもつとき u[s]と
記す．

定義 1 (フラット変換 [3])

u[s0] → t

u[C] → t, C ↔ s0

s → u[t0]
s → u[C], C ↔ t0

上記左側の変換では，項 u[s0] の真部分項 s0 が深さ２
以上のとき， 新しい定数記号 C を導入して s0 → C と
C → s0 の２つの書き換え規則 (s0 ↔ C と略記)を追加
し，さらに u[s0] → tを u[C] → tに置き換える．(上記
右側の変換についても同様．) フラット変換は，項書き
換え系の全ての書き換え規則の深さが２以下になるまで
行う．なお，フラット変換を行うと書き換え規則が増加
するため，後の合流性条件の検証を効率的に行うことが
難しくなる．

例 1 (フラット変換) ここではカリー変換実行後の以下
の Rc について考える．

Rc =

 F (F (F (P,A), B), C) → F (F (F (Q,A), B), C)
F (R,F (F (F (P,A), B), C)) →

F (F (F (P, F (R,A)), B), C)

Rc をフラット変換すると以下の Rf が得られる．
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Rf =



F (R,C3) → F (C4, C)
F (C1, C) → F (C2, C)
F (P,C8) ↔ C5

F (R,A) ↔ C8

F (C7, B) ↔ C1

F (P,A) ↔ C7

F (C6, B) ↔ C2

F (Q,A) ↔ C6

F (C1, C) ↔ C3

F (C5, B) ↔ C4

フラット変換前と変換後の項書き換え系 Rc,Rf を比較
すると，|Rc| = 2，|Rf | = 18となり，大幅にサイズが
増加している．

合流性判定アルゴリズムでは，Rf から Plaisted変換
で Rp を求め，合流条件の検証を行う．Rp は以下の項
書き換え系となる.
Rp = {s → t|s, tは s

∗→Rf t をみたすRf の両辺の部分項}
このとき，Plaisted変換でフラット変換が本質的に必要
とされるのは，Rf の深さ２以上の左辺がそのまま出現
している真部分項のみである．それ以外の部分項につ
いては，フラット変換を行わなくても，Plaisted変換後
の合流条件の検証は同様に可能である．さらに，フラッ
ト変換を行う回数が少なくなると，|Rf | が小さくなる
ため，|Rp|も小さくなる．
以上の考察から，書き換え規則の深さ２以上の真部分
項が Rcの左辺の場合のみフラット変換を行う以下の改
良フラット変換が考えられる．

定義 2 (改良フラット変換)

u[s0] → t

u[C] → t, C ↔ s0

s → u[t0]
s → u[C], C ↔ t0

ここで，s0, t0 は uの真部分項として出現している深さ
２以上の Rc の左辺の項

例 2 (改良フラット変換) 例１と同じ Rc に対して改良
フラット変換を行うと，以下のような Rf ′

が得られる．

Rf ′
=

 F (F (F (P,A), B), C) → F (F (F (Q,A), B), C)
F (R,C1) → F (F (F (P, F (R,A)), B), C)
F (F (F (P,A), B), C) ↔ C1

例１と比較すると |Rf | = 18，|Rp′ | = 4となり，サイズの
増加は改良フラット変換の方が小さい．さらに，Rf , Rf ′

から Plaisted 変換で Rp,Rp′
を求めると |Rp| = 44，

|Rp′ | = 23 となり，合流性条件の検証をするための書
き換え規則数も改良フラット変換の方が少ない．

なお，合流性判定アルゴリズムのフラット変換を改良
フラット変換に変更した場合，合流性条件の検証もそれ
にあわせて修正が必要である．しかし，この修正による
実行時間の増加はほとんどない．

例 Flat 改良 Flat 判定結果
R10 216 [31] 216 [19] 合流
R11 16 [30] 20 [18] 合流
R12 2676 [83] 964 [39] 合流
R13 24 [83] 24 [38] 非合流
R14 24 [50] 20 [25] 非合流
R15 2940 [85] 984 [41] 合流
R16 11913 [131] 4976 [66] 合流
R17 19057 [171] 6437 [76] 合流
R18 1168 [161] 384 [64] 非合流

表 1: 合流性判定アルゴリズムの実行時間 (msec)

5. 合流性自動判定アルゴリズムの実装と実験
フラット変換と改良フラット変換に基づいた合流性判

定アルゴリズム Flatと改良 Flatを SML/NJ で実装し
た．さらに，９例の基底項書き換え系に対して，実行時
間と |Rp|を比較した (表１)．なお，表中の 216 [31]等
は実行時間が 216msecで |Rp| = 31を表す．
実験結果では，|Rp|はFlatよりも改良Flatの方が約

50％小さくなっている．実行時間に関しては，Flatの
実行時間が 1000msec以上の場合に，改良 Flatによる
実行時間の短縮が著しい．これは，合流条件の検証にお
いて合流と判定するためには，|Rp|から構成される有限
個の反例候補をすべて調べる必要があり，その結果 |Rp|
の大小が実行時間に直接影響するためであると考えられ
る．一方，合流条件の検証で非合流と判定されるのは，
反例が検出された場合であるので，すべての候補を調べ
る必要はない．したがって，非合流の判定時間に関して
は，|Rp|の大小が直接影響しない．

6. おわりに
本研究で，書き換え規則数の増加がフラット変換より

も少ない改良フラット変換を提案し，それを用いて効率
的な基底項書き換え系の合流性判定アルゴリズムを実現
した．
基底項書き換え系以外にも同様にフラット変換に基づ

く合流性判定アルゴリズムが存在する [1, 2]．これらに
対しても，改良フラット変換を拡張することで，効率的
なアルゴリズムを提案することは今後の課題である．ま
た，フラット変換をまったく用いない基底項書き換え系
の合流性判定アルゴリズムの可能性についても今後検討
していく．
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