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� はじめに

ケーブルテレビのように，センターと利用者をケーブルを
通して連結することで提供できるサービスがある．ケーブル
連結のために，その長さに応じたコストがかかる．すべての
利用者にサービスを提供しなければならない場合には，コス
ト最小化を目的にすればよいので，最小全域木問題として定
式化できるが，その必要がない場合は，利用者から得る収入
と連結するためのコストを考慮して，連結するところを決め
ればよい．これはグラフ上の組合せ最適化問題として定式化
できる．つまり，無向グラフが与えられたとき，点に付した
収入和から枝に付したコスト和を引くことで得られる利益が
最大となるような，センターを根とする（必ずしも全域であ
る必要がない）木を求める問題である．この問題は，有向グ
ラフ上の最大コスト有向木問題へと帰着できる．関連研究と
して，上述の最小コスト版を扱ったものが存在する ����� ����．
本研究では，ケーブル接続問題解決のために，上述の問題

を考える．次にこの問題が�	困難であることを示し（�
��
������� シュタイナー木問題 ��� からの帰着），ヒューリ
スティックアルゴリズムを与える．このアルゴリズムは，制
限された有向グラフ上で，効率良く最長路を繰返し計算する
のが特徴である．アルゴリズムは実装され，計算実験を通し
て，文献 ���の手法と比較考察を行った．その結果，本手法
が評価値に関して悪い結果を示す場合が見られたが，計算時
間に関しては大幅に改善することが分かった．さらに，整数
計画問題として定式化を行った．

� 問題の定式化

連結無向グラフ� � �����，�はセンター及び複数のユー
ザー候補からなる集合，�は � の二つの要素を接続可能な
枝からなる集合とする．各点 ��� ��は非負の利益 ���� ��
を持ち，各枝 ��� ���� ��は正コスト 	���
 �� �	�� � 	���
を持つ．�� はユーザー �からの収入に対応し，	�� は点 � と
点 � を接続するためのコスト（必要なケーブルの長さ）に
対応する．さらに，グラフ �中の点をセンターとユーザー
候補で区別する：つまり，センターを ��� ��として，ユー
ザー候補を �� �� � � � � � �� �� で表す．また，センターにお
ける利益 �� � �と仮定する．以上の仮定で，次の評価関数
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を最大化するような点 � を含む � の連結部分グラフ  �
��� � �� � を求めたい．その結果，�� に対応するケーブル
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を利用して，�� に含まれるユーザーがセンターからのサー
ビスを受けることになる．
点 �を含む �の連結部分グラフが閉路を持たないならば，

そのグラフは点 � を根とする必ずしも全域である必要が無
い木と呼ばれる．以下では簡単のために，根付き部分木と呼
ぶ．������� �を最大化する部分グラフ は，根 �を含む根
付き部分木である．なぜなら，もしそうでないなら， 中の
閉路から任意の枝を取り除くことで， の連結性を保ったま
ま，������� �の値を増やすことができるからである．
入力としてグラフ�，利益 ��，コスト 	�� が与えられたと

き，������� �を最大化するような根付き部分木 を求める
問題を，最大利益根付き木問題と呼ぶ．下図は，入力例と，
それに対する最大利益を達成する根付き部分木を示す．

1

3

1110 12

542
25

25

15

15

35

35

40

55

30 30

2020

20

10

5

5

10 10

8 679

(b)

0
1

3

1110 12

542 25

25

25 25

15

15

30

35

35

30

40

40
40

65 55

55

35

30

30 3050

20

70

75

20

20

20

20

10

5

5

10 10
608 679

(a)

0

���は入力例で，丸と二重丸は，それぞれユーザー候補と
センターを表し，点上の収入と枝上のコストが示されてい
る．��� は最適解を示す．この根付き部分木  の全体利益
������� �は '� である．そのような最大利益の根付き部分
木は，一般に唯一ではない．

� ヒューリスティックアルゴリズム

��� 点の併合

�中で �� � 	�� かつ �� � 	�� を満たす任意の �点 �� � を
併合することから始める．併合とは，点 �と � を同一視して，
新しい一点 �と見なして，点 �の利益 �� � ��( �� � 	�� を
付し，新しいグラフ �� にすることを意味する．従って，そ
れ以外の点及び利益はそのままである．その際，枝 ��� ��は
�� では除去される．端点の一方のみが �あるいは � に一致
する�の枝は，��ではその端点が新しい点 �に更新される．
ただし，�� が点 �と接続する �本の並列枝を含む場合には，
コストの大きい方の枝を除く．そのため，�� は多重グラフ
にはならない．それ以外の�の枝およびコストは�� でもそ
のままである．併合処理は，�� 中で，�� � 	�� かつ �� � 	��
を満たす任意の �点 �� � を併合し，再帰的に続ける．各点 �

に併合された点集合を �� と記す．
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��� 双方向有向グラフの構成

双方向有向グラフ�� � ��� � �� �を導入する．点集合
に関しては�� と同じで，枝集合に関しては，�� の各枝を双
方向にする．さらに，�� の各枝 ��� ��に以下の重みを付す．

��� �

�
��� �! � � ��

�� � 	�� 
���)*�$��
���

�� は，��� 
 �かつ ��� 
 �を満たす枝 ��� ��を持たない．
なぜなら，もしそのような枝を持つならば，�� で �� 
 	��
かつ �� 
 	�� が成立つため，点 �と � が併合されるからであ
る．式 ���による重みを付した後，��� 
 �を満たす全ての
枝に対して，��� � ��と付し直す．

����� �� グラフ �� は正の重みの有向閉路を持たない．

��� 最長路の計算

�� の全域木を求めるために，グラフ ��
� を導入する．

��
� の点集合と枝集合は �� と同じで，��

� の各枝 ��� ��に
対して，枝の重み ��

�� � ��� とする．��
� で始点 �から終点

� までの最長路の長さを ���� ��と記す．

��
� における最長路の計算：

��� �� ���� ��� �� �� � ���と初期設定する．

��� �� 	が成立つ間，以下を繰り返す．

� 各点 � � ��� に対して，集合 ��� から点 � への
最長路を求める．その最長路の長さを ������ �� �
��+�����

���� ��とする．

� ������ �� の最大値をとる ��� から � への経路の点集
合を ��	 とすると，��� � ��� 
 ��	，��� �
��� ���	�

� � � ���� � � ��� を満たす全ての枝 ��� �� に対して，
����� �� � �と更新する．

	 � � ���� � � ��� を満たす全ての枝 ��� �� に対して，
��
�� � ��と更新する�


 � � ���� � � ��� を満たす各枝 ��� �� に対して，もし
��
�� � ��ならば，��

�� � �� � 	�� と更新する�

����� �� ループ �巡目の ���� � では，	�

� �より
正の閉路は存在しない．���� � � � で ���� � で求めた最
長路に関連した枝の重みが更新されるが，枝の重みの付け方
より，��

� は正の閉路を持たない．

����� �� ���� � で求める最長路は，枝の重みの符号を
逆にすることによって，最短路になる．符号を逆にしたグラ
フには負に閉路が存在しないので，最短路を多項式時間で求
めることが出来る ���．

,��& � で計算される最長路をつなぐと，��
� の全域木と

なり，この全域木を �� の全域木と見なす．

��� 枝の削除と最小木の計算

�� の全域木から，利益を減少させる枝を削除する．つま
り，その枝の重みと，（根の方から見て）それより先の枝の重

みの和が負である枝をすべて除く．枝の削除処理後，点 �と
つながっている点の集合を��� とし，

�� �
�

�����

���

元のグラフ �に対して，点集合 �� を張る最小木 �� �
��� � �� �を求める．

� 整数計画問題としての定式化

問題入力に対して，以下の有向グラフ � � ��
� �
�を
構成する．

� �
 �� � �

� �
 �� ���� ������ �� � �� � �� ���

� 各枝 ��� �� � �
 に重み ��� �� �� � 	�� を付す．

このグラフ上で，重み和が最大となるような根付き部分木を
求めたい．そのために，次の ���変数を導入する．

��� �

�
�� 根付き部分木が枝 ��� ��を含むとき�

�� そうでないとき．

整数計画問題としての定式化 �-	�
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式 ��� は，各点の入次数が � 以下であることに対応する．
式 �'�は，根付き部分木の枝ならば，その枝の始点の入次数
が �以上であることに対応する．文献 ���では，式 ���と �'�
を，それぞれ �1����1�� �
1$�)��1�� �
11����2�� �
1$�)��1�
と呼ぶ� 式 ���は閉路を除くための制約条件である．
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