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1. はじめに

本研究では, 不可分財に対する組合せオークションか

ら生じる財の配分問題について考える. 組合せオーク

ションでは, 複数の (不可分)財を複数の参加者に配分

する. 各参加者には, 財の部分集合に対する満足度を表

す効用関数が与えられているとする. このとき, オーク

ション主催者としての自然な目的は, オークションの社

会的余剰 (社会的厚生), すなわち, オークション参加者

全員の効用関数値の和を最大化することである.

この配分問題を数学的に記述する. このオークション

では n 個の異なる不可分財を m 人の参加者に配分す

るものとする. 不可分財の集合を N = {1, 2, . . . , n}と
おき, 各参加者 i = 1, 2, . . . , m の効用関数を単調非減

少な集合関数 fi : 2N → R により表す. このとき, 配分

問題の目的は,
∑m

i=1 fi(Ni) を最大化するような財 N

の分割 {N1, N2, . . . , Nm} を求めることである. この問

題のことを, 本研究では不可分財の配分問題, または単

に配分問題と呼ぶ.

本研究の目的は, 効用関数が 2次の集合関数により与

えられる場合について, その計算複雑度を示すことであ

る. f(∅) = 0を満たす集合関数 f : 2N → R が 2次で

あるとは, 実数 ajh ∈ R (j, h ∈ N, j ≤ h) が存在して,

f(X) =
∑

j,h∈X, j≤h

ajh (X ∈ 2N )

と表現できることと等価である. 2N 上で定義された集

合関数を {0, 1}N 上で定義された関数と同一視すると,

一般の集合関数は 0-1変数 x1, . . . , xn に関する n次の

多項式関数に対応するのに対し, 2次の集合関数は 2次

の多項式関数に対応する.

一般の集合関数を陽に表現するには O(2n) のサイズ

の記憶容量が必要となるため, 集合関数の表現は組合せ

オークションの実現における問題点の一つとなってい

る. これに対し, 2次の集合関数は, O(n2) のサイズの

記憶容量を使うだけで陽に表現することが可能である.

一方, 2次の集合関数を用いることで複数の財の間の補

完性, 代替性といった関係を表現可能であるので, 2次

∗東北大学, Tohoku University

の集合関数全体は有用かつ重要な効用関数のクラスを

構成する.

本研究では, オークション参加者の効用関数が 2次

の集合関数で与えられる場合において, いくつかの特

殊ケースを考え, それらのケースに対し多項式時間可解

性, もしくは NP困難性を示す. 一般の効用関数に対す

る配分問題は, ほとんどのケースにおいてNP困難であ

る. そのため, 最適な配分を短時間で求めることが非常

に困難であることが組合せオークションの実現におけ

る問題点の一つとして挙げられる. これに対し, 一般の

効用関数に比べて構造が簡素な 2次の効用関数を用い

ることで, 計算困難性がどのように変化するかを把握す

ることが狙いである. また, 多項式時間で解けるケース

については, 効用関数が 2次であるという事実を用い

て, どの程度高速化可能であるかを調べ, その時間計算

量を解析する.

2. 既存研究

配分問題に関する研究はこれまでに盛んに行われて

いる. 問題の入力に用いられる効用関数を陽に表現す

ると指数サイズの記憶容量が必要とされるため, 効用関

数を何らかのオラクルによって暗に表現することが一

般的である. 良く用いられるオラクルとしては, 効用関

数の関数値を評価する value オラクルがある. このほ

か, 効用関数に関するある種の最適化問題の最適解を求

めるという, より強力な demand オラクルも用いられ

ることもある.

一般の配分問題は, 効用関数が多項式サイズで陽に与

えられた場合であっても, NP困難であることが知られ

ている [5]. 近似アルゴリズムについては, value オラ

クルを用いた場合はO(1/
√

n) 近似が可能であり [1, 6],

demandオラクルの場合は O(
√

log n/n) 近似が可能で

ある [4].

配分問題では, 応用例が豊富なことから効用関数が

劣モジュラ性をもつ場合についても数多くの結果があ

る. 配分問題は, 効用関数に劣モジュラ性を仮定しても

依然として NP困難であることが知られている. この

問題に対し, value オラクルを用いた場合に対する 1/2

近似アルゴリズムが提案されている [5]. 一方, value オ
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ラクルを用いた場合には, (1 − 1/e)より良い近似比を

もつ解を多項式時間で求めることは NP困難であるこ

とが示されている. これに対し, 最良の近似比である

(1− 1/e)近似解を求める近似アルゴリズムがつい最近

提案された [8]. demandオラクルを用いた場合につい

ては, (1 − 1/e)よりわずかに良い近似比をもつ近似ア

ルゴリズムが提案されている [2].

3. 本研究の結果

本研究で扱う問題は次のように定式化される.

最大化

m∑

i=1

fi(Ni)

条件 {N1, N2, . . . , Nm}は N の分割.

ここで, 各効用関数 fi : 2N → R (i = 1, . . . , m) は

fi(∅) = 0 を満たす単調非増加な集合関数であり, 実数

a
(i)
jh ∈ R (j, h ∈ N, j ≤ h) を用いて

fi(X) =
∑

j,h∈X, j≤h

a
(i)
jh (X ∈ 2N) (1)

と表現される.

本研究ではまず, 各効用関数が優モジュラの場合を考

えた. 参加者数が 2のときについては, 配分問題が多項

式時間で解けることは知られている. ここでは, 効用関

数が 2次であることを利用して, 配分問題が有向グラフ

上の最小カット問題に帰着できることを証明するとと

もに, この帰着に基づいて問題を解く際の時間計算量を

解析した. また,参加者数が 3以上のときは配分問題が

NP困難であることを, 無向グラフ上の k端子カット問

題を配分問題に帰着することによって証明した. また,

参加者数が 3以上の問題に対して, 局所探索に基づく

ヒューリスティックなアルゴリズムを提案し, その近似

精度を実験により評価した. 予備実験の結果, 多くの実

験例に対して高精度な解を得ることができた. 実験結

果の詳細については講演当日に発表する予定である.

次に, 各効用関数が劣モジュラの場合を考えた. この

場合,参加者数が 2であっても NP困難であることを,

無向グラフ上の最大カット問題を配分問題に帰着する

ことによって証明した. また,劣モジュラ関数の重要な

部分クラスをなす M♮凹関数についても考えた. M♮凹

関数はMurota–Shioura[7]によって提案された概念で

あり, 数理経済学における粗代替性と等価な概念である

ことが知られている [3]. 本研究では, 各効用関数がM♮

凹関数により与えられる場合についても考えた. この

場合の配分問題が多項式時間で解けることは既に知ら

れている. 本研究では, 効用関数が 2次であることを利

用して, 配分問題が 2次凸の目的関数をもつ最小費用フ

表 1: 本研究の結果のまとめ

効用関数

2次の • 参加者 = 2 のとき O(n3/ logn)

優モジュラ (最小カット問題に帰着)

• 参加者 ≥ 3 のとき NP困難

(k端子カット問題を帰着)

2次の •一般には NP困難

劣モジュラ (最大カット問題を帰着)

• 効用関数が M♮ 凹ならば

O(mn2 log(mn))

(2次凸の最小費用フロー問題に帰着)

ロー問題に帰着できることを証明するとともに, この帰

着に基づいて問題を解く際の時間計算量を解析した.
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