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1. はじめに
組合せ子論理は, Curryら [3]により考案された計算
体系であり, 計算可能性理論の研究において重要な役割
を果してきた. また, 論理や計算の基礎として重要であ
る.組合せ子論理の計算対象は, 組合せ子と呼ばれる 2つ
の定数 S,K から構成される項であり, 2 つの計算規則
Sxyz→xz(yz)とKxy→xだけを持つ. 組合せ子論理は
λ計算と深い関連があり, その性質や λ計算との対応関
係について様々な研究が行われている [1, 3, 5]. さらに,
組合せ子論理は関数型プログラミング言語の効率的な実
装に応用されている [16].
一般の項を扱う計算モデルとして, 項書換えシステム

(TRS)がよく知られている. 組合せ子論理や組合せ子の
書換え規則は, TRSと見なすことができる [15]. TRSで
は様々な書換え規則を一般的に取り扱う. 同様に, 様々
な書換え規則を持つ組合せ子を考えた場合, どのような
性質を持つのであろうか. このため, 組合せ子 S,K以外
にも, 論理学における構造規則に関する推論規則 [11]に
関連する組合せ子B,C,Wや λI計算と密接な関係を持
つ組合せ子 J等, 様々な組合せ子に関する研究が行われ
ている [5, 10]. 組合せ子 Oは Curryの不動点組合せ子
Y [3]と密接な関係がある [1]. また, 組合せ子 L,Oで
Turingの不動点組合せ子 U[1]を表すことができる [12].
さらに, 組合せ子 Sのみからなる項が正規形を持つか否
かの手続きも与えられている [17]. Begstraらは組合せ
子 Sが非循環性を持たないことを示した [2]. 我々は, 組
合せ子 S以外の様々な組合せ子に関する非循環性につい
て研究を行った [6].

TRSは有限項だけを書換えの対象とするのではない.
無限データを表現する無限項を書換えの対象とするTRS
に関する研究も行われている [8, 9, 15]. 無限項には無限
書換え列が存在しないという停止性の通常の定義は意味
をなさない. そこで停止性の代わりに無限書換え列の強
収束性に関する研究が行われている [9, 18]. 文献 [18]で
は, 強収束性の概念が整理され, 組合せ子 Sが強収束性
を持たないことと組合せ子 Yが強収束性を持つことが
示されている. また, 停止性を自動的に示す方法である
行列解釈 [4] が無限項上に拡張されている. さらに, その
手法で組合せ子 Oが強収束性を持つことが示されてい
る. しかしながら, それ以外の組合せ子の強収束性に関
する研究は行われていない.
本稿では, 様々な組合せ子の強収束性について述べる.
最初に組合せ子∆ ∈ {L, J, B, C, D, E, F, G, Q, Q1,
Q3, R, T, V, C∗, C∗∗}に対して, 組合せ子 ∆が持つ 1
つの書換え規則だけから成る TRS R(∆)は無限∆-項上
で強収束ではないことを示す.
次に Turingの不動点組合せ子 U[1, 12] に対して, 組
合せ子 U が持つ 1 つの書換え規則だけから成る TRS
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R(U)が無限U-項上で強収束性を持つことを Zantema
と同様の手法 [18]により示す. さらに組合せ子 Uの持
つ書換え規則の右辺を一般化した組合せ子Unを提案し,
組合せ子 Unが持つ 1つの書換え規則だけから成るTRS
R(Un)が無限Un-項上で強収束性を持つことを示す.
本稿では文献 [12]に掲載されている組合せ子と不動点

組合せ子 Y[1, 3]を取り扱う. 本稿で使用する組合せ子
とその性質を表 1にまとめる.

2. 準備
本稿で使用する記号と定義は文献 [18, 6, 15]に準ずる.
シグネチャF を引数を持つ関数記号の空ではない集合

とする．0引数の関数記号を定数と呼ぶ．項 (有限項と無
限項)は位置から記号への関数として定義される. ここ
で位置 p ∈ N∗は正整数の列である. ⊥は未定義を表し,
すべての関数記号 f ∈ F は引数 ar(f) ∈ N を持つとし,
次のように項を定義する. F 上の項 (有限項と無限項)は
次の条件を満たす写像 t : N∗→F ∪ {⊥}で定義される：
(1)t(ε) ∈ Fであり，かつ (2)すべての位置 p ∈ N∗とすべ
ての i ∈ N に対して, t(pi) ∈ F ⇐⇒ t(p) ∈ F ∧ 1 ≤ i ≤
ar(t(p))が成り立つ. F 上のすべての項の集合を T∞(F)
で表す. t(p) ∈ Fを満たす位置 p ∈ N∗を項 tの位置と呼
ぶ. 項tに対して t(ε)を根記号という. 有限項の通常の定
義は, 有限個の位置を持つ項と一致し, 有限項全体の集合
を T (F)で表す. 項の定義から, T (F) ⊆ T∞(F)である.
引数 ar(f) = nを持つ f ∈ F と n個の項 t1, · · · , tnに対
して, 次のように定義される項 tを f(t1, · · · , tn)と表す：
t(ε) = f かつすべての p ∈ N∗ と i = 1, · · · , n に対して
t(ip) = ti(p)かつ i 6∈ {1, · · · , n}ならば t(ip) =⊥. 有限
項上の書換えを一般化し, 無限項書換えシステム (TRS)
を書換え規則の集合と定義する. 書換え規則 l→rとは,
組 (l, r) ∈ T∞(F ∪ V) × T∞(F ∪ V)である (V は引数
が 0の変数と呼ばれる新しい記号の可算無限集合である
(F ∩ V = ∅)). 代入を写像 σ : V→T∞(F ∪ V)と定義し,
項 tにおけるすべての変数 xの出現を σ(x)で置き換える
ことにより tから得られる項を tσと表す. TRS Rに対
して, T∞(F∪V)上の書換え関係→p

R を次のように帰納
的に定義する: (1)すべての書換え規則 l→r ∈ Rかつす
べての代入 σ に対して, lσ→ε

Rrσ, (2)t→p
Ruならばすべ

ての関数記号 fに対して, f(· · · , t, · · · )→ip
Rf(· · · , u, · · · )

‡TRS R(S) = {a(a(a(S, x), y), z) → a(a(x, z), a(y, z))} は停
止性を持たない [1]. また, この TRS Rが有限かつ無限項上の両方に
おいて SNω を満たすと述べられている [9]. しかしながら, これは無
限項上において正しくないことが指摘されている [18]. さらに，TRS
R(O) = {a(a(O, x), y) → a(y, a(x, y))} は SN∞ である [18] が,
停止性を持たない [6].

§TRS Rのすべての書換え規則 l→r に対して, 左辺 l が線形かつ
有限であるとする. このとき, Rにおいて SN∞ と SNω は同値であ
る [18].

¶TRS R = {I(x)→x}は停止性を持つ. しかしながら, 無限項 Iω

からなる無限書換え列は SN∞ ではない [9].

251

A-011

FIT2009（第8回情報科学技術フォーラム）

（第1分冊）



表 1: 組合せ子とその性質

停止性 6⇐= ‡ 強収束性 6⇐= § ω-強収束性
停止性 6=⇒ ¶ 強収束性 =⇒ ω-強収束性

組合せ子 停止性 強収束性 ω-強収束性
S ×[1] ×[18] ×[18]
K © × ×
I © × ×
O(SI[1], δ[18]) ×[6] ©[18] ©[18]
L ×[13, 14]

⊗ ⊗

J ©[10]
⊗ ⊗

H × × ×
M × × ×
W × × ×
W1 × × ×
W∗ × × ×
W∗∗ × × ×
Y[1, 3] × ©[18] ©[18]
U (A[1]) ×

⊙ ⊙

Un ×[7]
⊙ ⊙

B ©
⊗ ⊗

C ©
⊗ ⊗

D ©
⊗ ⊗

E ©
⊗ ⊗

F ©
⊗ ⊗

G ©
⊗ ⊗

Q ©
⊗ ⊗

Q1 ©
⊗ ⊗

Q3 ©
⊗ ⊗

R ©
⊗ ⊗

T ©
⊗ ⊗

V ©
⊗ ⊗

C∗ ©
⊗ ⊗

C∗∗ ©
⊗ ⊗

(
⊙

: 成立 (本研究),
⊗

: 不成立 (本研究),
© : 成立, × : 不成立)

(項 tと uは関数記号 f の i番目の引数とする). t→p
Ru

を位置 pにおける書換えステップと呼ぶ. lσをリデック
スと呼び，t→p

Ruを満たす項 tにおける位置 pが存在す
るならば, t→Ruと書く．位置 εにおける書換えステッ
プ t→ε

Ru を根書換えと呼ぶ. 項における任意の変数の
出現が高々1回のとき, 線形であるという. TRS Rのす
べての書換え規則 l→rに対して, 左辺 l が線形であると
き, TRS Rを左線形であるという. TRS Rのすべての
書換え規則 l→rに対して, r 6∈ V のとき TRS Rを非収
縮であるという.
以下では,組合せ子 ∆を定数とする. また,シグネチャ

F(∆)を定数∆と引数 2の関数記号 aだけからなる集合
とする. F(∆)上の変数が出現しないすべての項を基礎
∆-項といい, 基礎 ∆-項全体の集合を CL∞(∆)と表し,
有限基礎∆-項全体の集合を CL(∆)と表す. 代入は写像
σ : V→CL∞(∆)に制限し, 組み合せ子∆に対するTRS
をR(∆)と表す. 以降の節では, CL∞(∆)上の書換え関
係→R(∆)を考える. TRS R(∆)がCL(∆)上で停止性を
持つとは, 無限書換え列 t0→R(∆)t1→R(∆)t2→R(∆) · · ·
が存在しないときをいう. 有限 ∆-項の長さを次のよう
に再帰的に定義する: (1)| ∆ |= 1, (2)| a(X, Y ) |=| X |
+ | Y | (X,Y ∈ CL(∆)).

3. 組合せ子の強収束性
無限書換え列の収束性を表現するために, 停止性の代

わりとしてより自然な強収束性を考える. 長さが順序数
ωを超えない無限書換えを ω-書換えといい, 最初にその
収束性を考える. ω-書換えの収束性を考える理由は, 無
限書換え列の長さが極限順序数より小さい場合の収束性
を考える必要がないからである.

定義 1 ([18]) TRS Rが ω-強収束性 (SNω)を満たすと
は, すべての ω-書換え t1→p1

R t2→p2
R t3→p3

R · · · とすべて
の p ∈ N∗ に対して, pi が pの接頭辞となるような iが
有限個しか存在しないときをいう.

定理 2 ([18]) TRS Rに対して, 性質 SNω が成立する
ことと, すべての ω-書換えが根書換えを高々有限回しか
含まないとは同値である.

次に順序数 ωよりも高い順序数の無限書換え (超限書
換え)を考える.

定義 3 ([18]) 任意の順序数 α に対して, 項の無限 α-
列 {tβ}β<αが TRS Rの書換え列であるとは, すべての
β(< α)に対して tβ→Rtβ+1 が成立するときをいう. こ
のような書換え列が次の性質を満たすとき強連続である
という：すべての極限順序数 β(< α)に対して書換えス
テップ tγ→Rtγ+1 のリデックスの位置が γ が β に下か
ら近付く (γ→β) とき無限に発散する. すべての極限順
序数 β(≤ α)に対して上と同じことが成り立つとき, 書
換え列が強収束 (SN∞)であると呼ぶ.

注意：β < ω を満たす極限順序数 β は存在しないか
ら, すべての ω-書換えは強連続である. また, 定義 3よ
り, ¬SNω ⇒ ¬SN∞ (SN∞ ⇒ SNω)が成立する.
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例 4 次の TRS R = {b→b}を考える. ω-書換え b→ε
Rb

→ε
Rb→ε

R · · · は強連続であるがリデックスの位置は無限
に発散しないから, TRS Rは SN∞でない. また, 無限
回の根書換えを含むから SNω でもない.

文献 [18]では, SN∞ が成立することとすべての強連
続な書換え列が有限回のみ根書換えを含むことが同値で
あることが述べられている.

定理 5 ([18]) TRS Rのすべての書換え規則 l→rに対
して, 左辺 l が線形かつ有限であるとする. このとき,
TRS Rにおいて SN∞ と SNω は同値である.

本稿で扱う組合せ子 ∆に対して, TRS R(∆)は左辺
が有限かつ線形である 1つの書換え規則だけから成る.
定理 5から TRS R(∆) において SN∞ と SNω は同値
である.

例 6 • F(K) = {K, a} とし, TRS R(K) を次の
ように定義する：R(K) = {a(a(K, x), y)→x}.
t0 を t0 = a(a(K, t0),K) なる無限項とする．
a(a(K, t0),K)→ε

R(K)t0 = a(a(K, t0),K).

• F(I) = {I, a}とし, TRS R(I)を次のように定義す
る：R(I) = {a(I, x)→x}. t0を t0 = a(I, t0)なる無
限項とする．a(I, t0)→ε

R(K)t0 = a(I, t0).
したがって，∆ ∈ {K, I} に対して，TRS R(∆) は

CL∞(∆)上で SNω ではない．定理 5より, ∆ ∈ {K, I}
に対して, TRS R(∆)は CL∞(∆)上で SN∞ではない．

定義 7 F(L) = {L, a}とし, TRS R(L)を次のように
定義する：R(L) = {a(a(L, x), y)→a(x, a(y, y))}.

TRS R(L)は CL(L)上で停止性を持たない [14, 13].
また, TRS R(L)は CL∞(L)上で SNω ではない.

定理 8 TRS R(L)は CL∞(L)上で SNω ではない.

(証明) t0を t0 = a(L, t0)なる無限項とする．次の ω-書
換えを考える.

a(a(L, t0),L)
→ε

R(L)a(t0, a(L,L))
= a(a(L, t0), t1) (t1 = a(L,L))
→ε

R(L)a(t0, a(t1, t1))
= a(a(L, t0), t2) (t2 = a(t1, t1))
→ε

R(L)a(t0, a(t2, t2))
= · · · . この ω-書換えは無限回の根書換えから成る. 2

定義 9 F(J) = {J, a}とし, TRS R(J)を次のように定
義する：
R(J) = {a(a(a(a(J, x), y), z), w) →

a(a(x, y), a(a(x,w), z))}.

TRS R(J)は CL(J)上で停止性を持つ [10]. しかし
ながら, TRS R(J)は CL∞(J)上で SNω ではない.

定理 10 TRS R(J)は CL∞(J)上で SNω ではない.

(証明) t0を t0 = a(a(J, t0),J)なる無限項とする．次の
ω-書換えを考える.

a(a(a(a(J, t0),J),J),J)
→ε

R(J)a(a(t0,J), a(a(t0,J),J))
= a(a(a(a(J, t0),J),J), t1) (t1 = a(a(t0,J),J))
→ε

R(J)a(a(t0,J), a(a(t0, t1),J))
= a(a(a(a(J, t0),J),J), t2) (t2 = a(a(t0, t1),J))
→ε

R(J)a(a(t0,J), a(a(t0, t2),J))
= a(a(a(a(J, t0),J),J), t3) (t3 = a(a(t0, t2),J))
→ε

R(J) · · · . この ω-書換えは無限回の根書換えから成る.
2

例 11 • F(H) = {H, a} とし, TRS R(H) を次の
ように定義する：R(H) = {a ( a ( a ( H, x
), y ), z ) → a ( a ( a ( x, y ), z ), y )}.
a(a(a(H,H),H),H)→ε

R(H)a(a(a(H,H),H),H).

• F(M) = {M, a} とし, TRS R(M) を次のよう
に定義する：R(M) = {a(M, x) → a(x, x)}.
a(M,M)→ε

R(M)a(M,M).

• F(W) = {W, a}とし, TRS R(W)を次のように
定義する：R(W) = {a(a(W, x), y) → a(a(x, y),
y)}. a(a(W,W),W)→ε

R(W)a(a(W,W),W).

• F(W1) = {W1, a} とし, TRS R(W1) を次の
ように定義する：R(W1) = {a(a(W1, x), y)
→ a(a(y, x), x)}. a(a(W1,W1),W1) →ε

R(W1)

a(a(W1,W1),W1).

• F(W∗) = {W∗, a}とし, TRS R(W∗)を次のよう
に定義する：R(W∗) = {a(a(a(W∗, x), y), z) →
a(a(a(x, y), z), z)}. a(a(a(W∗,W∗),W∗),W∗)
→ε

R(W∗) a(a(a(W∗,W∗),W∗),W∗).

• F(W∗∗) = {W∗∗, a} とし, TRS R(W∗∗) を
次のように定義する：R(W∗∗) = {a(a(a(a(W∗∗,
x), y), z), w) → a(a(a(a(x, y), z), w), w)}.
a(a(a(a(W∗∗,W∗∗),W∗∗),W∗∗),W∗∗) →ε

R(W∗∗)

a(a(a(a(W∗∗,W∗∗),W∗∗),W∗∗),W∗∗).
したがって，∆ ∈ {H,M,W,W1,W∗,W∗∗} に対し

て, TRS R(∆)はCL∞(∆)上で SNω ではない. 定理 5
より, ∆ ∈ {H,M,W,W1,W∗,W∗∗} に対して, TRS
R(∆)は CL∞(∆)上で SN∞ ではない．

定義 12 F(B) = {B, a}とし, TRS R(B)を次のよう
に定義する：
R(B) = {a(a(a(B, x), y), z) → a(x, a(y, z))}.

| a(a(a(B, X), Y ), Z) |>| a(X, a(Y,Z)) | (X, Y, Z ∈
CL(B))より, TRS R(B)は CL(B)上で停止性を持つ.
しかしながら, TRS R(B)は CL∞(B) 上で SNω では
ない.

定理 13 TRS R(B)は CL∞(B)上で SNω ではない.
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(証明) t0 を t0 = a(a(B, t0),B)なる無限項とする. 次
の ω-書換えを考える.

a(a(a(B, t0),B),B)
→ε

R(B)a(t0, a(B,B))
= a(a(a(B, t0),B), t1) (t1 = a(B,B))
→ε

R(B)a(t0, a(B, t1))
= a(a(a(B, t0),B), t2) (t2 = a(B, t1))
→ε

R(B)a(t0, a(B, t2))
= a(a(a(B, t0),B), t3) (t3 = a(B, t2))
→ε

R(B) · · · . この ω-書換えは無限回の根書換えから成る.
2

定義 14 F(C) = {C, a}とし, TRS R(C)を次のよう
に定義する：
R(C) = {a(a(a(C, x), y), z) → a(a(x, z), y)}.

| a(a(a(C, X), Y ), Z) |>| a(a(X, Z), Y ) | (X, Y, Z ∈
CL(C))より, TRS R(C)は CL(C)上で停止性を持つ.
しかしながら, TRS R(C)は CL∞(C) 上で SNω では
ない.

定理 15 TRS R(C)は CL∞(C)上で SNω ではない.

(証明) t0 を t0 = a(C, t0)なる無限項とする. 次の ω-書
換えを考える.

a(a(a(C, t0),C),C)→ε
R(C) a ( a ( t0, C ), C )=

a(a(a(C, t0),C),C). この ω-書換えは無限個の根書換
えから成る. 2

定義 16 F(D) = {D, a}とし, TRS R(D)を次のよう
に定義する：
R(D) = {a(a(a(a(D, x), y), z), w) → a(a(x, y), a(z,

w))}.

| a(a(a(a(D, X), Y ), Z), W ) | > | a(a(X, Y ), a(Z,
W )) | (X, Y , Z, W ∈ CL(D)) より, TRS R(D) は
CL(D)上で停止性を持つ. しかしながら, TRS R(D)は
CL∞(D) 上で SNω ではない.

定理 17 TRS R(D)は CL∞(D)上で SNω ではない.

(証明) t0 を t0 = a(a(D, t0),D)なる無限項とする. 次
の ω-書換えを考える.

a(a(a(a(D, t0),D),D),D)
→ε

R(D)a(a(t0,D), a(D,D))
= a(a(a(a(D, t0),D),D), t1) (t1 = a(D,D))
→ε

R(D)a(a(t0,D), a(D, t1))
= a(a(a(a(D, t0),D),D), t2) (t2 = a(D, t1))
→ε

R(D)a(a(t0,D), a(D, t2))
= a(a(a(a(D, t0),D),D), t3) (t3 = a(D, t2))
→ε

R(D) · · · . この ω-書換えは無限回の根書換えから成る.
2

定義 18 F(E) = {E, a}とし, TRS R(E)を次のように
定義する：
R(E) = {a(a(a(a(a(E, x), y), z), w), v) → a(a(x,

y), a(a(z, w), v))}.

| a(a(a(a(a(E, X), Y ), Z), W ), V ) | > | a(a(X, Y ),
a(a(Z, W ), V )) | (X, Y , Z, W , V ∈ CL(E))より, TRS
R(E)は CL(E)上で停止性を持つ. しかしながら, TRS
R(E)は CL∞(E) 上で SNω ではない.

定理 19 TRS R(E)は CL∞(E)上で SNω ではない.

(証明) t0を t0 = a(a(a(E, t0),E),E)なる無限項とする.
次の ω-書換えを考える.

a(a(a(a(a(E, t0),E),E),E),E)
→ε

R(E)a(a(t0,E), a(a(E,E),E))
= a(a(a(a(a(E, t0),E),E),E), t1) (t1 = a(a(E,E),E))
→ε

R(E)a(a(t0,E), a(a(E,E), t1))
= a(a(a(a(a(E, t0),E),E),E), t2) (t2 = a(a(E,E), t1))
→ε

R(E)a(a(t0,E), a(a(E,E), t2))
= a(a(a(a(a(E, t0),E),E),E), t3) (t3 = a(a(E,E), t2))
→ε

R(E) · · · . この ω-書換えは無限回の根書換えから成る.
2

定義 20 F(F) = {F, a}とし, TRS R(F)を次のように
定義する：
R(F) = {a(a(a(F, x), y), z) → a(a(z, y), x)}.

| a(a(a(F, X), Y ), Z) |>| a(a(Z, Y ), X) | (X, Y, Z ∈
CL(F))より, TRS R(F)は CL(F)上で停止性を持つ.
しかしながら, TRS R(F) は CL∞(F) 上で SNω では
ない.

定理 21 TRS R(F)は CL∞(F)上で SNω ではない.

(証明) t0 を t0 = a(F, t0)なる無限項とする. 次の ω-書
換えを考える.

a(a(a(F, t0),F), t0)→ε
R(F) a ( a ( t0, F ), t0 )=

a(a(a(F, t0),F), t0). この ω-書換えは無限回の根書換
えから成る. 2

定義 22 F(G) = {G, a}とし, TRS R(G)を次のよう
に定義する：
R(G) = {a(a(a(a(G, x), y), z), w) → a(a(x, w),

a(y, z))}.

| a(a(a(a(G, X), Y ), Z), W ) | > | a(a(X, W ), a(Y ,
Z)) | (X, Y , Z, W ∈ CL(G)) より, TRS R(G) は
CL(G)上で停止性を持つ. しかしながら, TRS R(G)
は CL∞(G)上で SNω ではない.

定理 23 TRS R(G)は CL∞(G)上で SNω ではない.

(証明) t0 を t0 = a(a(G, t0),G)なる無限項とする. 次
の ω-書換えを考える.

a(a(a(a(G, t0),G),G),G)
→ε

R(G)a(a(t0,G), a(G,G))
= a(a(a(a(G, t0),G),G), t1) (t1 = a(G,G))
→ε

R(G)a(a(t0, t1), t1)
= a(a(a(a(G, t0),G), t1), t1)
→ε

R(G) a(a(t0, t1), a(G, t1)))
= a(a(a(a(G, t0),G), t1), t2) (t2 = a(G, t1))
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→ε
R(G) a(a(t0, t2), t2)

= a(a(a(a(G, t0),G), t2), t2)
→ε

R(G) a(a(t0, t2), a(G, t2))
= a(a(a(a(G, t0),G), t2), t3) (t3 = a(G, t2))
→ε

R(G) · · · . この ω-書換えは無限回の根書換えから成る.
2

定義 24 F(Q) = {Q, a}とし, TRS R(Q)を次のよう
に定義する：
R(Q) = {a(a(a(Q, x), y), z) → a(y, a(x, z))}.

| a(a(a(Q, X), Y ), Z) |>| a(Y, a(X, Z)) | (X,Y, Z ∈
CL(Q))より, TRS R(Q)は CL(Q)上で停止性を持つ.
しかしながら, TRS R(Q)は CL∞(Q) 上で SNω では
ない.

定理 25 TRS R(Q)は CL∞(Q)上で SNω ではない.

(証明) t0 を t0 = a(a(Q,Q), t0)なる無限項とする. 次
の ω-書換えを考える.

a(a(a(Q,Q), t0),Q)
→ε

R(Q)a(t0, a(Q,Q))
= a(a(a(Q,Q), t0), t1) (t1 = a(Q,Q))
→ε

R(Q)a(t0, a(Q, t1))
= a(a(a(Q,Q), t0), t2) (t2 = a(Q, t1))
→ε

R(Q) a(t0, a(Q, t2))
= a(a(a(Q,Q), t0), t3) (t3 = a(Q, t2))
→ε

R(Q) · · · . この ω-書換えは無限回の根書換えから成る.
2

定義 26 F(Q1) = {Q1, a}とし, TRS R(Q1)を次のよ
うに定義する：
R(Q1) = {a(a(a(Q1, x), y), z) → a(x, a(z, y))}.

| a(a(a(Q1, X), Y ), Z) |>| a(X, a(Z, Y )) | (X, Y, Z ∈
CL(Q1))より, TRS R(Q1)は CL(Q1)上で停止性を持
つ. しかしながら, TRS R(Q1)は CL∞(Q1) 上で SNω

ではない.

定理 27 TRS R(Q1)はCL∞(Q1)上で SNωではない.

(証明) t0を t0 = a(a(Q1, t0),Q1)なる無限項とする. 次
の ω-書換えを考える.

a(a(a(Q1, t0),Q1),Q1)
→ε

R(Q1)
a(t0, a(Q1,Q1))

= a(a(a(Q1, t0),Q1), t1) (t1 = a(Q1,Q1))
→ε

R(Q1)
a(t0, a(t1,Q1))

= a(a(a(Q1, t0),Q1), t2) (t2 = a(t1,Q1))
→ε

R(Q1)
a(t0, a(t2,Q1))

= a(a(a(Q1, t0),Q1), t3) (t3 = a(t2,Q1))
→ε

R(Q1)
· · · . この ω-書換えは無限回の根書換えから成

る. 2

定義 28 F(Q3) = {Q3, a}とし, TRS R(Q3)を次のよ
うに定義する：
R(Q3) = {a(a(a(Q3, x), y), z) → a(z, a(x, y))}.

| a(a(a(Q3, X), Y ), Z) |>| a(Z, a(X, Y )) | (X,Y, Z ∈
CL(Q3))より, TRS R(Q3)はCL(Q3) 上で停止性を持
つ. しかしながら, TRS R(Q3)は CL∞(Q3) 上で SNω

ではない.

定理 29 TRS R(Q3)はCL∞(Q3)上で SNωではない.

(証明) t0 を t0 = a(Q3, t0)なる無限項とする. 次の ω-
書換えを考える.

a(a(a(Q3, t0), t0), a(t0, t0)) →ε
R(Q3)

a(a(t0, t0), a(t0,
t0)) = a(a(a(Q3, t0), t0), a(t0, t0)). この ω-書換えは無
限回の根書換えから成る. 2

定義 30 F(R) = {R, a}とし, TRS R(R)を次のよう
に定義する：
R(R) = {a(a(a(R, x), y), z) → a(a(y, z), x)}.

| a(a(a(R, X), Y ), Z) |>| a(a(Y,Z), X) | (X, Y, Z ∈
CL(R))より, TRS R(R)は CL(R)上で停止性を持つ.
しかしながら, TRS R(R)は CL∞(R) 上で SNω では
ない.

定理 31 TRS R(R)は CL∞(R)上で SNω ではない.

(証明) t0 を t0 = a(R, t0)なる無限項とする. 次の ω-書
換えを考える.

a(a(a(R, t0), t0), t0) →ε
R(R) a( a( t0, t0), t0) =

a(a(a(R, t0), t0), t0). この ω-書換えは無限回の根書換
えから成る. 2

定義 32 F(T) = {T, a} とし, TRS R(T)を次のよう
に定義する：
R(T) = {a(a(T, x), y) → a(y, x)}.

| a(a(T, X), Y ) |>| a(Y,X) | (X,Y ∈ CL(T))より,
TRS R(T)は CL(T)上で停止性を持つ. しかしながら,
TRS R(T)は CL∞(T) 上で SNω ではない.

定理 33 TRS R(T)は CL∞(T)上で SNω ではない.

(証明) t0 を t0 = a(T, t0)なる無限項とする. 次の ω-書
換えを考える.

a(a(T, t0), t0) →ε
R(T) a(t0, t0) = a(a(T, t0), t0). こ

の ω-書換えは無限回の根書換えから成る. 2

定義 34 F(V) = {V, a}とし, TRS R(V)を次のよう
に定義する：
R(V) = {a(a(a(V, x), y), z) → a(a(z, x), y)}.

| a(a(a(V, X), Y ), Z) |>| a(a(Z, X), Y ) | (X,Y, Z ∈
CL(V))より, TRS R(V)は CL(V)上で停止性を持つ.
しかしながら, TRS R(V)は CL∞(V) 上で SNω では
ない.

定理 35 TRS R(V)は CL∞(V)上で SNω ではない.
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(証明) t0 を t0 = a(V, t0)なる無限項とする. 次の ω-書
換えを考える.

a(a(a(V, t0), t0), t0) →ε
R(V) a ( a ( t0, t0 ), t0 ) =

a(a(a(V, t0), t0), t0).この ω-書換えは無限回の根書換え
から成る. 2

定義 36 F(C∗) = {C∗, a}とし, TRS R(C∗)を次のよ
うに定義する：
R(C∗) = {a(a(a(a(C∗, x), y), z), w) → a(a(a(x, y),

w), z)}.

| a(a(a(a(C∗, X), Y ), Z), W ) | > | a(a(a(X, Y ),
W ), Z) | (X, Y , Z, W ∈ CL(C∗))より, TRS R(C∗)は
CL(C∗) 上で停止性を持つ. しかしながら, TRS R(C∗)
は CL∞(C∗) 上で SNω ではない.

定理 37 TRS R(C∗)はCL∞(C∗) 上で SNωではない.

(証明) t0 を t0 = a(C∗, t0)なる無限項とする. 次の ω-
書換えを考える.

a(a(a(a(C∗, t0),C∗),C∗),C∗)
→ε

R(C∗)a(a(a(t0,C∗),C∗),C∗)
= a(a(a(a(C∗, t0),C∗),C∗),C∗). この ω-書換えは無限
回の根書換えから成る. 2

定義 38 F(C∗∗) = {C∗∗, a}とし, TRS R(C∗∗)を次の
ように定義する：
R(C∗∗) = {a(a(a(a(a(C∗∗, x), y), z), w), v) →

a(a(a(a(x, y), z), v), w)}.

| a(a(a(a(a(C∗∗, X), Y ), Z), W ), V ) | > | a(a(a(a(X,
Y ), Z), V ), W ) | (X, Y , Z, W , V ∈ CL(C∗∗))より,
TRS R(C∗∗)は CL(C∗∗)上で停止性を持つ. しかしな
がら, TRS R(C∗∗)は CL∞(C∗∗) 上で SNω ではない.

定理 39 TRS R(C∗∗)は CL∞(C∗∗) 上で SNω ではな
い.

(証明) t0 を t0 = a(C∗∗, t0)となる無限項とする. 次の
ω-書換えを考える.

a(a(a(a(a(C∗∗, t0),C∗∗),C∗∗),C∗∗),C∗∗)
→ε

R(C∗∗)a(a(a(a(t0,C∗∗),C∗∗),C∗∗),C∗∗)
= a(a(a(a(a(C∗∗, t0),C∗∗),C∗∗),C∗∗),C∗∗). この ω-
書換えは無限回の根書換えから成る. 2

定理 5から本稿で扱う組合せ子∆に対するTRS R(∆)
において SN∞ と SNω は同値である. したがって, 定
理 8，10，13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35,
37, 39 から次の系が得られる.

系 40 ∆ ∈ {L, J, B, C, D, E, F, G, Q, Q1, Q3,
R, T, V, C∗, C∗∗}とする. このとき，TRS R(∆)は
CL∞(∆)上で SN∞ ではない.

4. 無限項上の行列解釈
本節における無限項上の行列解釈の定義は文献 [18]に

準ずる．
シグネチャF 上の非収縮 TRS Rに対して, F を次の

ように F#へ拡張する. Rに属する書換え規則の左辺又
は右辺の根記号として出現するすべての関数記号 f ∈ F
に対して, 新しい記号 f# を付け加える. このような f
に対して, ar(f#) = ar(f)とする. F 上の変数でない項
t = f(t1, · · · , tn)に対して, t# = f#(t1, · · · , tn)とする.
このとき, R# = {l#→r# | l→r ∈ R}と定義する. した
がって, R# は書換え規則の左辺と右辺のすべての根記
号を#記号で印付けすることによりRから得られる.
次元 d を固定し, A = Nd とする (N は自然数全

体の集合である). A 上の関係 & を次のようにする:
(v1, · · · , vd) & (u1, · · · , ud) ⇔ vi ≥ ui (i = 1, 2, · · · , d).
A# = N とする. このとき, N は自然数上の通常の
順序 > を持つ. 記号 f ∈ F (ar(f) = n(≥ 0)) の解
釈 [f ] として, n 個の N 上の行列 F1, F2, · · · , Fn を選
ぶ. これらはそれぞれ d × d 行列である. すべての
v1, · · · ,vn ∈ A に対して, [f ] を次のように定義する:
[f ](v1, · · · ,vn) = F1v1 + · · · + Fnvn + f (f ∈ Nd). 関
数記号 f (ar(f) = n(≥ 0)) に対応する印付き記号 f#

の解釈 [f#]を次のように定義する: n個の N 上のサイ
ズ dの行ベクトル f1, · · · , fn と定数 cf ∈ N に対して,
[f#](v1, · · · ,vn) = f1v1 + · · ·+ fnvn + cf . ここで, fivi

(i = 1, · · · , n)は内積を表す. 正方行列 F が i ≥ j を満
たす i, jに対して, ij成分 Fij = 0であるとき, 真上三角
行列と呼ぶ, すなわち, 対角線上とその下のすべての成
分が 0 である.

定理 41 ([18]) Rを有限シグネチャF 上の非収縮 TRS
とし, 上で定義された解釈は次の条件を満たすとする:

• すべての行列 Fi は真上三角行列である (i =
1, · · · , n),

• すべての書換え規則 l→r ∈ R]とすべての割り当て
α : V→Aに対して, [l, α] > [r, α], かつ

• すべての書換え規則 l→r ∈ Rとすべての割り当て
α : V→Aに対して, [l, α] & [r, α].

このとき, Rは SN∞ である.

定義 42 F(U) = {U, a}とし, TRS R(U)を次のよう
に定義する：
R(U) = {a(a(U, x), y)→a(y, a(a(x, x), y))}.

定理 43 TRS R(U)は CL∞(U)上で SN∞ である.

(証明) 定理 41を用いてR(U)が SN∞ であることを示
す. Zantemaは定理 41による組合せ子 δ (O[12], SI[1])
の SN∞ の証明のために割り当てと解釈を与えている
[18]. 組合せ子 Uの SN∞の証明にも同様の割り当てと
解釈を使用する.

d = 2, [U] =
(

0
1

)
, [a](x,y) =

(
0 1
0 0

)
· x +

(
0 1
0 0

)
·yかつ [a]](x,y) =

(
1 0

)
·x+

(
1 1

)
·
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y とする. α(x) =
(

x1

x2

)
かつ α(y) =

(
y1

y2

)
に対して,

[a(a(U, x), y), α] =
(

y2

0

)
= [a(y, a(a(x, x), y)), α]か

つ [a](a(U, x), y), α] = 1 + x2 + y1 + y2 > y1 + y2 =
[a](y, a(a(x, x), y)), α] が成立する. したがって, R(U)
は SN∞ である. 2

次に TRS R(U)の書換え規則の右辺を一般化した次
のような TRSを考える.

定義 44 ([7]) F(Un) = {Un, a}とし, TRS R(Un)を
次のように定義する：
R(Un) = {a(a(Un, x), y) →

a(y, a(a(· · · a(

n + 1︷ ︸︸ ︷
x, x), · · · , x), y))} (n ≥ 0).

このとき, U0 = δ[18] (O[12],SI[1]) かつ U1 =
U[12](A[1]) である.
以下では, TRS R(Un) (n ≥ 0)の SN∞ 性を示すた
めに, 定理 43と同様の割り当てと解釈を使用する. ただ

し, [Un] =
(

0
1

)
とする.

補題 45 [a]([a](· · · [a](

m︷ ︸︸ ︷(
x1

x2

)
,

(
x1

x2

)
), · · · ,

(
x1

x2

)
),

(
x1

x2

)
)

=
(

x2

0

)
(m ≥ 3).

(証明) mに関する帰納法により示すことができる. 2

補題 46 [a(y, a(a(· · · a(

n + 1︷ ︸︸ ︷
x, x), · · · , x), y)), α] =

(
y2

0

)

(n ≥ 0).

(証明) n = 0のとき, [a(y, a(x, y)), α] =
(

y2

0

)
. n = 1

のとき, [a(y, a(a(x, x), y)), α] =
(

y2

0

)
.

次に n ≥ 2の場合, すなわち n + 1 ≥ 3を考える.

[a(y, a(a(· · · a(

n + 1︷ ︸︸ ︷
x, x), · · · , x), y)), α]

= [a](
(

y1

y2

)
, [a]([a](· · · [a](

n + 1︷ ︸︸ ︷(
x1

x2

)
,

(
x1

x2

)
), · · · ,

(
x1

x2

)
),

(
y1

y2

)
))

= [a](
(

y1

y2

)
, [a](

(
x2

0

)
,

(
y1

y2

)
))(補題 45より)

=
(

y2

0

)
. 2

補題 47 [a](a(Un, x), y), α] >

[a] (y, a(a(· · · a(

n + 1︷ ︸︸ ︷
x, x), · · · , x), y)), α] (n ≥ 0).

(証明) nによる場合分けにより示す.
n = 0のとき, [a](a(Un, x), y), α] = 1+x2 +y1 +y2 >

y1 + x2 + y2 = [a](y, a(x, y)), α]が成立する.
n = 1のとき, [a](y, a(a(x, x), y)), α] = y1 + y2.

n ≥ 2のとき, [a](y, a(a(· · · a(

n + 1︷ ︸︸ ︷
x, x), · · · , x), y)), α]

= [a]](
(

y1

y2

)
, [a]([a](· · · [a](

n + 1︷ ︸︸ ︷(
x1

x2

)
,

(
x1

x2

)
), · · · ,

(
x1

x2

)
),

(
y1

y2

)
))

= [a]](
(

y1

y2

)
, [a](

(
x2

0

)
,

(
y1

y2

)
))(補題 45より)

= y1 + y2. 2

定理 48 TRS R(Un) (n ≥ 0)は CL∞(Un)上で SN∞

である.

(証明) 補題 46から次の等式が成り立つ.

[a(a(Un, x), y), α] =
(

y2

0

)

= [a(y, a(a(· · · a(

n + 1︷ ︸︸ ︷
x, x), · · · , x), y)), α] (n ≥ 0).

補題 47から次の不等式が成り立つ.

[a](a(Un, x), y), α] > [a](y, a(a(· · · a(

n + 1︷ ︸︸ ︷
x, x), · · · , x),

y)), α] (n ≥ 0).
したがって, 定理 41から R(Un)は CL∞(Un) 上で

SN∞ である (n ≥ 0). 2

5. むすび
本稿では, 様々な組合せ子の強収束性について述べた.

最初に組合せ子∆ ∈ {L, J, B, C, D, E, F, G, Q, Q1,
Q3, R, T, V, C∗, C∗∗}に対して, 組合せ子 ∆が持つ
1つの書換え規則だけから成る項書換えシステム R(∆)
は無限∆-項上で強収束ではないことを示した.
次にTuringの不動点組合せ子 Uが持つ 1つの書換え

規則だけから成る項書換えシステム R(U)は無限U-項
上で強収束性を持つことを Zantemaと同様の手法によ
り示した. さらに組合せ子 Un を提案し, 組合せ子 Un

が持つ 1つの書換え規則だけから成る項書換えシステム
R(Un)は無限Un-項上で強収束性を持つことを示した.

Zantemaにより, 組合せ子 Sが強収束性を持たないこ
とと組合せ子 YとOの強収束性が示されているが, そ
れ以外の組合せ子の強収束性に関する研究は行われてい
ない. 本稿で使用した組合せ子と得られた結果を表 1に
まとめる.
今後の課題は関数型プログラミング言語の効率的な実

装のために Turnerらにより導入された組合せ子の強収
束性を調べることと行列解釈以外で自動的に強収束性を
証明する方法を提案することである.
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