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1． まえがき 

株式市場においては多数の株価が互いに連動しながら一見

ランダムに動いている．主要株の多くが連動して動くと市

場全体に影響を及ぼす目立った動きとなるが,連動のネッ

トワークは非定常であり,仮に或る時刻にその詳細を知っ

たとしてもその知識を有効に使う手立てを迅速に見つけ出

すことは難しい．しかし主要な株価が連動して動いている

ときにその動きを牽引する大きな主成分を迅速に抽出する

計算方法があれば,それに基づいてその時刻における市場

の特徴抽出を行い,時間変化を追うことが可能になる． 

そのような方法の候補として,多数の時系列間の同時刻

相関行列のスペクトルを,ランダム行列から作った相関行

列のスペクトルからの外れ成分として扱う方法があり,近

年広範囲な分野で興味が持たれている． 

金融時系列に対しては,NYSE 株価のうち S&P500 に入っ

ているものを選んでその日次変動を扱った Plerou 等の研究

[1,2]やそれとほぼ同時に発表された Bouchaud 等の研究

[3,4]が良く知られており,日本株に対しても青山等[5]が同

様の方法で解析を行っている．本研究は上記の手法の適用

範囲を調べた上で,米国株価の日中変動に対して有意な主

成分を抽出し,これに基づいて株価相関の年次変動を追跡

できることを示す．  

2．金融時系列の同時刻相関行列 

株式市場では数百から数千の異なる銘柄の株式が常時取引

されており，そのうち連動して動いている銘柄の組を抽出

することは，市場の動きの解析に重要な意味を持つ．通常

は同業種に属する銘柄どうしが連動することにより相関が

見られるが，異業種間にも相関や反相関が見られることが

ある．銘柄ごとに株価の大きさはバラバラなので，直接株

価を比較するのでなく，収益率という量を使用することが

多い．収益率は株価の変化をもとの時刻 t における株価

S(t)に対して時刻Δt 後の株価 S(t+Δt)が何割上がったか，

または下がったかという比率 
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で表現する．この量は単位に依存しないため，平均数万円

の株価の増減も平均数百円の株価の増減も同様に扱うこと

ができる．しかしもっと便利なのは対数収益と呼ばれるも

ので，株価を対数で表したうえでその差を取って定義する．

時刻 t の対数収益 r(t)は両時刻の株価の対数の差で表され

る． 
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対数の性質からこれは 
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と書けるが，対数の中の分子のほうは S(t)＋ΔS(t)である

から株価の増分ΔS が元の株価に対して十分小さい時， 
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となって事実上，式(1)の収益率に等しい．式(2)で定義し

ておけば割算を使わずに計算できるので便利であり，今後

は株価の変化といえばこの対数収益で表すことにする．本

論文では複数の銘柄を扱うため,i 番目の銘柄の収益率の時

系列を )t(ri と添え字 i を付けて表す．全銘柄数が N のとき,

この添え字 i は 1から Nまでの整数となる． 

 二つの銘柄 i と j の相関 Ci,jは各時刻 t におけるそれぞれ

の対数収益 )t(ri と )t(rj の時系列ベクトルの内積 




T

1t
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で表される．定義からこれは行 i と列 j の入れ替えに対し

て対称である． 

後で便利なようにそれぞれの時系列の値を正規化してお

く．これは t=1 から t=T の期間における r の平均値が 0 で

分散が 1 になるように，r から平均値<r >を差引いて分散の

平方根σで割っておくことである． 
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式(6)によって正規化した時系列 xi(t)の内積を取って式(5)

のように計算した相関 Ci,j を行列の形に並べると，当然こ

れは正方行列であり，対角成分は全て 1となる．また式(5)

より， 

             Ci,j = Cj,i                    (7) 

となるので相関行列は対称行列でもある．対称行列は直交

行列 V，すなわち Vt=V-1を満たす行列，を使った相似変換
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V-1Ｃ V により対角行列に変換できる．このような V の各

列は正方行列 Cの固有ベクトル 
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に対応し，Cを掛けると元のベクトル vkに比例する. 

               kkk vCv                  (9)     

全部で N 個の kの値，それぞれにに対して常識が成立し，

比例係数λkは固有値となる．成分を顕わに書くと 

i,kk
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となる．このような固有ベクトル vk は正規直交系を形成

する．つまり，各ベクトル vkは長さが１に規格化され， 
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異なる列 kと l に対しては直交する. 
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これはクロネッカーのデルタを使って次のように書ける． 

  l,klk δvv                                              (13) 

この右辺は k=l ならば 1，そうでなければ 0 であることを

示す．同時刻相関行列 Cは対称行列なので Jacobi 回転アル

ゴリズムを繰り返すことにより,固有値と固有ベクトルを

求めることができる[6]． 

3. ランダム行列スペクトルによる主成分抽出法
(RMT_PCM) 

Jacobi 回転を繰り返して C の対角化を行うことは，N 個の

式(8)からなる時系列セットを回転によって固有ベクトルの

セットに変換することに対応する． 

                                                                                                 (14) 

成分で書くと 

                                                                                                 (15) 

となるが，添え字 i の異なる内積はゼロとなり，同じ i ど

うしの内積は次式により i 番目の固有値に一致する． 
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最大固有値の値が他の固有値と比べて抜きん出て大きい

ことは，その固有ベクトル成分の分散が他方向の成分の分

散より抜きん出て大きいことを意味し，その方向を主成分

とすることによって多変量のデータが一変量で近似できる

ことになる．すなわち多次元のデータであってもデータの

分布の顕著な方向に軸を取れば事実上 1 次元とみなして次

元圧縮ができることになる． 

このようにして最大固有値に対応する固有ベクトルを第

1 主成分とみなすことができ，同様にして 2 番目に大きい

固有値に対応する固有ベクトルを第 2 主成分，その次に大

きい固有値に対応するものを第 3 主成分，等と対応させて

行くことができる． 

 もともとの相関行列 C の対角成分の和（trace）は対角成

分の全てが 1 に規格化されていることにより独立な時系列

の数 Nに等しく，これは相似変換によって変化しないから

全固有値の和は N となる．すなわち対角化によって生じた

元の１より大きな成分は主成分として残し，1 より小さい

成分はノイズとして捨てる．しかしこれでは Nが大きい場

合は主成分が多く残りすぎて状況が見えにくい． 

 固有値分布が非常に偏っている場合には，顕著に大きな

固有値のみを或る基準に従って残し，それ以外はノイズと

する慣習も存在する．例えば固有値の大きい方から累積和

を取って行き，それが固有値全体の和である Nの 8割に達

するまでを主成分とみなし，それより小さい成分をノイズ

として捨てることにより有意な主成分とノイズを分離する． 

 しかし上記の２基準は数百から数千の銘柄が入り組んで

上下する株式市場の価格時系列に応用するには次元数 Nが

大きすぎて不適当である．例えば１を超える固有値が数個

以内に収まることは滅多になく，また，累積固有値が Nの

8 割に達するまで主成分を取っていくと，これも数個以内

に収まることはない．これは問題の次元 Nが数百以上でラ

ンダム性の強い問題に共通した欠点である． 

文献[1-5]で採用された方法はランダム行列理論[7]から導

かれる固有値スペクトルの式を利用する方法であった．ラ

ンダム行列理論によれば，同時刻相関行列の固有値分布は，

時系列の長さを T とすると, 

    .constN/TQ,T,N   

の極限で 
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となることが知られている．すなわち正規化されたランダ

ム時系列の相関行列の固有値λは 

            (18) 

の範囲に式(17)に従って分布し，その上限と下限は 
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で与えられる[8]． 

 そこで得られた固有値のうちで，ランダム行列理論式に

一致する，またはその範囲に存在するものをランダム成分

とみなし,  
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             (20) 

となる部分を，大きい方から順に主成分とする方法である．

ランダム成分の上限である  が有意成分の下限値である

かというとそうではないことが実データの分析結果から分

かる．対応する固有ベクトルの成分分布にランダム性が高

いと，主成分として特徴抽出に寄与することができないか

らである．この意味において本手法は固有値分布だけでな

く固有ベクトルの成分分布をも併用した基準を採用する．

この方法を従来の主成分分析法と区別して,ランダム行列

理論式のスペクトルとの比較による主成分抽出法(Random 

Matrix Theory oriented Principal Component Method, 

RMT_PCAと略）と呼ぶことにしよう. RMT_PCAは従来法

とは異なり,株式市場における非常に多くの株式の相関を

扱う場合のように,数百から数千におよぶサイズの次元か

らたった数個の主成分を分離する際の理論的基礎付けを用

意するものである． 

4．株式市場の日中変動の解析結果 

以下では前述の RMT_PCM の方法を株価の日中データに

適用した結果を述べる．使用したデータは米国株価の tick

データ（NYSE-TAQ）の 1994 年－2002 年の期間であり，

各年の trade 価格のセットを 1 データとして解析した結果

をもとに，主成分の時間変化を追跡し，比較する[9]． 

 同時刻相関行列を計算するためには使用する N 個全ての

銘柄に対して T 個の全時刻で価格が必要となる．全ての

tick 時刻に対してこれを満たす株価は存在しない．しかし

我々の目的である，当該年の市場を牽引する主成分の抽出

という目的に対しては，取引の十分活発な人気株のみを対

象にしても良いと考えられる．そこで NYSE の営業時間で

ある 9 時半から 3 時半の間で，定時の 10 時から 1 時間毎

に 15 時までの 6 時刻の近辺（誤差 30 分以内とした）に取

引のあった銘柄のみを選んでその trade 値（実際に約定し

た価格の記録）を式(1)－(4)の株価 S(t)として解析を行った

[9]． 

 このようにすると 1994 年，1998 年，2002 年はいずれも

各々252 日の営業日があり，1 日あたり 6 データとして年

間のデータ数が T=1512 となる．このすべてに trade 値の存

在する銘柄 N は 1994 年で N=419 銘柄，1998 年で N=490 

銘柄，2002年で N=569 銘柄となった． 

 このような手間をかけずに直近の過去に約定した値を使

用すれば T をもっと大きくできる．これは文献で before-

tick などと呼ばれている方法である．または各 tick 時刻に

おける ask（売り気配）や bid（買い気配）等の気配値を使

用しても T を大きくできる．これらに対して我々の方法は

定時の前後 30 分以内に実際に取引された価格を使用する

もので，定時の周りに幅を持たせた block-tick 法とでも呼

ぶべきものである．どれが最適であるかは今後の研究に待

つところが大きい．本稿では後者の block-tick 法を一貫し

て用いる． 

1994 年の 419 社の１時間変動に対する，式(5)の相関行

列の固有値分布を Fig.1 に角グラフで示す.点線で示すラン

ダム行列理論式(17)に重なるスペクトルとランダム行列の

最大固有値より大きな離散固有値に分かれる. 
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Fig.1  米国株価(1994)419銘柄相関行列の結果 

 

 計算式から導かれる最大固有値は N=419,T=1512 の場

合,Q=T/N=3.6 よりλ＋=2.3 となるが, ランダム部分でも乱

数度が低ければλ＋より大きな領域にも固有値が分布する

ので，連続スペクトルの途切れる 3 以上の固有値：λ1 = 

46.2, λ2 = 5.25, λ3 = 5.04, λ4 = 3.90, λ5 = 3.51, λ6 = 3.41, λ7 = 

3.11 を有意成分と見なすことにする．しかしこの選択には

任意性が残る. 

同様に 1998 年の 490 社に対する相関行列の固有値分布

を求め,上述のアルゴリズムでノイズ成分を分離する. 計算

式から導かれる最大固有値は N=490, T=1512 の場

合,Q=T/N=3.09 よりλ＋=2.5 となり,そのうち 3.5 を越える 7

固有値：λ1 = 81.1, λ2 = 10.3, λ3 = 6.9, λ4 = 5.7, λ5 = 4.8, λ6 = 

3.9, λ7 = 3.5が有意成分の候補となる.  

最後に 2002 年の 569 社に対する相関行列の固有値分布

については , 計算式から導かれる最大固有値は N=569, 

T=1512の場合,Q=T/N=2.66 よりλ＋=2.6 となり,その内の 10

固有値：λ1 = 166.4, λ2 = 20.6, λ3 = 11.3, λ4 = 8.6, λ5 = 7.7, λ6 = 

6.5, λ7 = 5.8, λ8 = 5.3, λ9 = 4.1, λ10 = 4.0が有意成分の候補と

なる． 

上記固有値に対応する固有ベクトル成分のうち正値上位

10 個を Table 1 に示す. U1 の成分は大企業が同符号で多数

並び, 文献[1]の 1990～1996 年の日次データと定性的に同じ

結果となるものの,その銘柄は同じではない.,第 4 固有ベク

トル U3～U4 に半導体関連企業が多い点も日次データに類

似であるが, １時間変動の場合は U5に石油関連が集中する. 

固有ベクトルの成分構成については, 1994 年では, U1 は

大企業が多数並び,1998 年から 2002 年にかけて金融業と銀

行が並んだ.この意味としては, 1998 年以降に金融業と銀行

が巨大化して株式市場の中心となった事が反映していると

解釈できる. 

また,1994 年には優勢だった鉱物や半導体に代わって

1998 年以降は食品や電気・エネルギー関連株が上位に出て

いるのが特徴的であるが,これは産業構造が 1994 年から

1998 年を経て 2002 年に至る間に変化して,鉱物・半導体が

下火になり,代わって金融,食品,電気・エネルギー株などが

米国株価の主力となったことを示唆すると考えられる. 

NYSE 株価１時間変動と文献[1]の日次変動の結果との比較

と理論式の適用範囲の明確化を本稿の主目的とした.1994

年の N=419 社の 1 時間変動を取った T=1512 の時系列に対

する結果[9]は,第一固有成分に大企業多数が集まり S&P500
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指標に近い組合せとなり,第 3,４成分に半導体関連が集ま

るなど,定性的には余り違わない結果となった.一方,2002 年

の N=569 社の 1 時間変動を取った T=1512 の時系列に対す

る結果は, 第一固有成分に金融業と銀行が多く集まり,第 2-

第 10 固有ベクトルの成分に食品や電気・エネルギー関連

株が上位に現れた. 

 このことは 1994 年から 2002 年の間に半導体産業が下火

になる一方,金融,食品,電気・エネルギー株などが NYSE の

主力となる方向に産業構造が変化してきたことを反映して

いると考えられる.中間の 1998 年の N=490 社に対する同様

の結果は,1994 年と 2002 年に至る変化の過渡期の状況を表

しており，半導体関連が下火になる一方で，銀行・金融，

環境・エネルギー関連が浮上する様子が観察される． 

 

表 1 固有ベクトルの構成要素上位 10成分の業種分布 

 

Uk 1994年 1998年 2002年 

U1 

銀行(2)， 

車(2) 

銀行(5)， 

金融(3) 

金融(5)， 

銀行(3) 

U2 鉱業(7) 

電気・エネ

ルギー(10) 食品(6) 

U3 

半導体(8)， 

集積回路(2) 銀行(2) 

電気・エネル

ギー(10) 

U4 

半導体(3) 

PC(3)，薬(2) 

半導体・集

積回路(10) 

食品(4), 

電気・エネ 

ルギー(4) 

U5 石油(9) 鉱業(6) 

電気・エネ 

ルギー(9) 

U6 産業機械(2) 梱包(2) 

電気・エネル

ギー (4)，食品
(2) 

U7 特徴なし 特徴なし 

小売(4)， 

鉱業(2) 

U8 

通信(2)， 

車(2) 

通信(2)， 

投資(2)， 

石油(2) 小売(9) 

U9 

通信(4)， 

銀行(2) 小売(4) 

鉱業(5)， 

通信(3) 

U10 通信(2) 医療(5) 通信(8) 

 

 

5．まとめと今後の展望 

株式市場における非常に多くの株式の相関を扱う場合,数

百から数千におよぶサイズの次元をもつ,非常にランダム

性の強いデータからたった数個の主成分を分離する必要が

ある.本論文で検討した,ランダム行列理論式を使った主成

分抽出法(RMT_PCA）は,次元数が数百以上の大きな場合に

適し,時系列長が次元数に比べてはるかに大きく取れる tick

時系列に向く方法であること,アルゴリズムがはっきりし

ていること,ランダム部分を RMT との照合することにより

明確な方法で分離できること,等の利点を持っている．tick

時系列への適用は我々以前にはなく,新規な試みであるこ

となどから株式市場のみならず,広範囲のデータ・マイニ

ングに対して有効であると予想される．今回の米国株価

tick 時系列の解析では,同時刻相関行列を計算するために朝

10 時から午後 3 時までの定時に最も近い tick 値を代表値と

して取り出すことで,１日あたり 6 データを用い,1年毎に十

分な長さの時系列を確保することで年次変化を追う事が出

来た．1 年あたりの証券取引の営業日が 250 日程度である

ことから,1 日 6 データ取れば 1 年で T=1500 データとな

り,N=約 500 の株に対して Q=T/N=3 程度を確保できるから

である．しかし定時に実取引が行われたかどうかに拘らな

ければ,blocktick 法でなく,直近の過去値を取引の有無に拘

わらず用いる,before-tick 法を用いてもっと短い期間で同等

の Q 値を確保できる事になり,年次でなく 4 半期毎の変化

や,月次変化をも追うことが可能になる． 

 また,Q>1 の条件の下限に近い領域で起き得る誤差を機

械乱数を使って見積もった結果,Q が 1に近づくにつれて誤

差は増大するものの,Q<1.3 の領域を除けば実用的には本手

法が有効であることが示唆される[10,11]．本手法を広範囲

のデータに適用した結果を蓄積することで,現時点ではま

だ結論に至らない知見を明確化できるものと考えられる． 
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