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1. はじめに 

X 線 CT(Computed Tomography)や PET(Positron Emission 

Tomography)に代表される医用診断装置における画像再構

成問題は、任意の生体内部における形態又は機能の断層像

をいかに高精細に視覚化することにある。物理的には、い

ろいろな方向からの投影によって得られた情報から物体を

再構成する問題であり、一般的には観測されるデータが不

十分なものとなり一意的な再構成は不可能になる。このよ

うな観測データから元になる物理的な分布を求めることを

逆問題という。観測データを𝑔、未知の物理量を𝑓とすると

画像再構成問題は次のような積分方程式として定式化され

る[1-7]。 

𝑔(𝑦) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥.                             (1) 

これは、Fredholm の第一種積分方程式となる。この問題を

解く場合、積分作用素を離散化することによって行列の形

で表現することになる。有限次元のベクトル空間を考えれ

ば、観測データを𝑁次元、未知データを𝑀次元とすると、

𝑁 × 𝑀の行列となる。𝑁 = 𝑀の正則行列ならば逆行列が存

在して、観測データに逆行列をかけることで未知データが

復元又は再構成できる。しかし、一般的には正則行列にな

ることはないので、その解の存在と一意性の保証はない。

そこで、事前にわかっている情報を不等式又は等式で与え

られた制約条件として、目的関数を最大化又は最小化する

ことによって解を求める数理計画問題として取り扱う必要

がある。数学的には、Hilbert 空間における元𝑓に対してそ

の事前情報を表す部分集合が与えられたとき、観測によっ

て得られる元𝑔から𝑓を求めることになる。Hilbert 空間にお

ける部分集合が閉凸集合であり、それに対する凸射影作用

素が与えられれば、凸射影法(Projections Onto Convex Sets: 

POCS)によってその解を求めることができる[3,8]。POCS

は積分方程式の反復解法として提案されたものであり、こ

れまで、CT、電子顕微鏡、パターン認識、位相復元、画像

圧縮、画像復元などの一般的な画像処理などに使われてき

た[9-15]。 代 数 的 再 構 成 法(Algebraic Reconstruction 

Techniques: ART)もその一つで、直交射影を何回も使い連立

方程式の解を近似的に求めるものである。本研究では、凸

射影法を画像再構成の問題に適用して、その画質の評価を

行う。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.1. An object, 𝑓(𝑥, 𝑦), and its projection, 𝑔(𝑋, 𝜃), are shown 

for an angle of θ. 

 

2. 投影からの画像再構成 

2 次元ユークリッド空間ℝ2上に直交座標系を考える。平

面上の点を(𝑥, 𝑦)で表すことにする。原点を中心にθ°回転さ

せた座標を(𝑋, 𝑌)で表す。被写体又は X 線吸収係数や核種

の分布を𝑓(𝑥, 𝑦)で表す。これに対してθ方向へ投影された

データ𝑔(𝑋, 𝜃)を次のように定義する。 

𝑔(𝑋, 𝜃) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑌

∞

−∞

.                               (2) 

この投影𝑔(𝑋, 𝜃)は、CTスキャナの場合、X線のビームが被

写体を通過した後の強度を対数変換することにより求める

ことができ、また PETの場合は同時係数のカウント数とし

て得られる。このようにして測定された投影データ

 𝑔(𝑋, 𝜃)を被写体において全角度0 ≤ θ < 2πに対して与えら

れたとき、被写体を表す原分布𝑓(𝑥, 𝑦)を求めることが画像

再構成の問題である。Fig. 1 に直交座標系における物体と

その平行投影データを図示する。 

 

3. 凸射影法 

𝐶1, 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑚を Hilbert 空間における閉凸集合とし、𝐶0を

その共通部分とする。 

𝐶0 = ⋂ 𝐶𝑖

𝑚

𝑖=1

.                                            (3) 

𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚に対して、𝑃𝑖を集合𝐶𝑖への射影作用素とし、そ

れに対応する緩和射影作用素を𝑇𝑖とする。ただし、𝑇𝑖は次

のよう定義する。 

𝑇𝑖 = 𝐼 + 𝜆𝑖(𝑃𝑖 − 𝐼), 𝜆𝑖 ∈ (0,2).                      (4) 

ここで、𝜆𝑖は緩和パラメータといい、収束の速さを調整す

るものである。さらに、連続的に𝑇𝑖を作用させる作用素𝑇

を定義する。 
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𝑇 = 𝑇𝑚𝑇𝑚−1 ⋯ 𝑇1.                                        (5) 

 

定理(POCSの基本定理) 

𝐶0は空集合ではないとする。そのとき、任意の𝑥 ∈ ℋと

𝜆𝑖 ∈ (0,2), 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚に対して数列{𝑇𝑛𝑥}は𝐶0のある点に

弱収束する。 

この定理は、1982年に Youla et al.によって非拡大作用素の

不動点定理を用いて証明された[8]。有限次元の空間におい

て、{𝑇𝑛𝑥}は𝐶0の元に強収束する。 

画像再構成で使われる凸集合を以下に示す[10]。 

1) 𝐶𝛼 = {𝑓: 𝑓 ∈ ℋ, 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 for (𝑥, 𝑦) ∉ 𝐷}.      (6) 

𝐶𝛼は、有限領域𝐷に空間的に帯域制限された Hilbert 空間上

のすべての関数と考える。つまり、関数はコンパクトサポ

ートである。𝐶𝛼への射影は次のようになる。 

𝑃𝛼𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑓(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷

0 (𝑥, 𝑦) ∉ 𝐷
.               (7) 

2) 𝐶𝛽 = {𝑓: 𝑓 ∈ ℋ, 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 for all (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷}.  (8) 

𝐶𝛽は、非負となる Hilbert空間のすべての関数とする。𝐶𝛽へ

の射影は次のようになる。 

𝑃𝛽𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑓(𝑥, 𝑦) if 𝑓 ≥ 0

0 if 𝑓 < 0
.                    (9) 

3) 𝐶𝛾 = {𝑓: 𝑓 ∈ ℋ, 𝑎 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑏}.                      (10) 

𝐶𝛾は、関数の値が領域[𝑎, 𝑏]に制限されたHilbert空間上の関

数とする。𝐶𝛾への射影は次のようになる。 

𝑃𝛾𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑎 𝑓(𝑥, 𝑦) < 𝑎

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑎 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑏

𝑏 𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝑏

.   (11) 

Hilbert 空間において投影によって得られる集合𝐶を次の

ように定義する。 

𝐶 = {f: 〈f,a〉 = 𝑏}.                                (12) 

今、g1, g2 ∈ 𝐶、g3 = 𝛼g1 + (1 − 𝛼)g2, for α∈[0,1]とする。 

〈g3,a〉 = 〈𝛼g1 + (1 − 𝛼)g2,a〉 

= α〈g1,a〉 + (1 − 𝛼)〈g2,a〉 

= α𝑏 + (1 − 𝛼)𝑏 = 𝑏.                                 (13) 

従って、g3 ∈ 𝐶。よって𝐶は凸集合となる。 

次に、{f 𝑘}をf 𝑘 → f ∗となる𝐶上の数列とする。Schwarz の

不等式により、 

|〈f 𝑘 ,a〉 − 〈f ∗,a〉| = |〈f 𝑘 − f ∗,a〉| 

≤ ‖f 𝑘 − f ∗‖ ∙ ‖a‖ → 0.                       (14) 

従って、 

〈f ∗,a〉 = lim
𝑘→∞

〈f 𝑘 ,a〉 = 𝑏.                              (15) 

f ∗ ∈ 𝐶なので、𝐶は閉集合となる。 

ここで、任意のfによる𝐶上への射影作用素を次のように定

義する。 

𝑃f = {

f if f∈𝐶

f+
𝑏 − 〈f,a〉

‖a‖2 a otherwise
.              (16) 

この射影作用素 Pは凸射影作用素となる[3]。 

式(16)は ARTのアルゴリズムの基礎となる。ARTは、投影

によって得られる凸集合への射影によって構成されている。

有限次元のベクトル空間において ARTは強収束する。 

 

4. 計算機シミュレーション 

観測領域を等間隔に離散化し、最小構成単位をピクセルと

考える。ピクセルは左上を 1 とし、順番に番号を割り当て、

右下をMとする。従って、𝐟 ∈ ℝ𝑀となる。再構成される物

体は、𝑗番目のピクセルf𝑗としその中で一様な値とする。投

影データは平行投影系を考え、0~180°を等間隔で離散化し、

検出器も離散化する。0°の Viewの検出器の左端を 1とし、

順番に番号を割り当て、最後の View の右端を N とする。

投影データは、𝑖番目の線積分値をg𝑖とする。従って、𝐠 ∈

ℝ𝑁となる。𝑖番目の線と𝑗番目のピクセルの共通部分の長さ

をa𝑗
𝑖で表す。Fig. 2に観測系の離散化モデルを示す。 

 

 

 

 
Fig. 2. The fully-discretized model of the image reconstruction 

problem. 

 

それぞれの線積分又は投影データは、次のような線形方程

式で表現することができる。 

∑ a𝑗
𝑖f𝑗

𝑀

𝑗=1

= g𝑖, i = 1,2, ⋯ , N.              (17) 

または、次のように行列表現できる。 

g𝑖 = 𝐴f𝑗 .                                             (18) 

ARTによる再構成アルゴリズムは次のようになる。 

①先ず、初期値を与える。f 0 ∈ ℝ𝑀 

②k+1 番目の推定値は k 番目の推定値を使って、次の式に

よって更新される。 

𝐟𝐤+𝟏 = 𝐟𝐤 + 𝛌𝐤

𝐠𝐢 − 〈𝐚𝐢, 𝐟𝐤〉

‖𝐚𝐢‖𝟐
𝟐

𝐚𝐢.             (19) 

ここで、k ∈ ℤ≥0、緩和パラメータ𝜆𝑘 ∈ (0,2)、〈⋅,⋅〉は内積と

する。 

〈a𝑖, f 𝑘〉 = ∑ a𝑗
𝑖f𝑗

𝑖

𝑀

𝑗=1

.                                  (20) 

ここで、‖∙‖2 はℓ2-ノルムを表す。 

ART アルゴリズムを凸射影法と考えると、次のように表す

ことができる。 

f 𝑘+1 = 𝑃ARTf 𝑘.                                     (21) 

ただし、𝑃ARTは次のように定義する。 

𝑃ART = 𝑃𝑁 ⋯ 𝑃2𝑃1.                             (22) 

つまり、閉凸集合𝐶𝑖 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁への射影作用素の𝑁個の合

成とする。 

今回初期値は原点とし、緩和パラメータは 0.01と設定した。 

平均 2乗誤差(Normalized Mean Square Error:NMSE)は次の式

で定義する。 
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NMSE(𝑘) =
‖f 𝑘 − f‖

2

2

‖f‖2
2 .                             (23) 

ここで、𝐟は原画像とする。 

 

       
Fig. 3. The Original test image (128×128pixel, 8bpp) and its 

projection data (Sinogram: 128 Detectors, 100 Views and 

8bpp.) 

 

       
(a)                                             (b) 

Fig.4. The reconstructed image using (a) ART (10 terations), (b) 

ART with 𝑃𝛼 , 𝑃𝛽and 𝑃𝛾(10 iterations). 

 

 
Fig. 5. Plots of the normalized mean square error versus iteration 

number. 

 

Fig.3は原画像とその投影データである。投影データは、

検出器を 128個にし、100方向の Viewによって得たもので

ある。Fig.4 は再構成した画像である。(a)は ART のみの結

果である。f 𝑘+1 = 𝑃ARTf 𝑘によって更新していき、反復回数

は 10 回まで行った。(b)は ART と事前情報への射影𝑃𝛼𝑃𝛽𝑃𝛾

を用いたときの画像である。f 𝑘+1 = 𝑃𝛾𝑃𝛽𝑃𝛼𝑃ARTf 𝑘によって

更新していき、反復回数は 10回まで行ったものである。 

Fig.5 は反復回数に対する NMSE の値を示したものであ

る。緑のラインは ART により 6400 の凸射影を使って再構

成した時のものである。f 𝑘+1 = 𝑃12799𝑃12797 ⋯ 𝑃3𝑃1f 𝑘とし

て更新をしていった。オレンジのラインは 12800 全ての凸

射 影 を 使 っ て 再 構 成 し た も の で あ る 。 f 𝑘+1 =

𝑃12800𝑃12799 ⋯ 𝑃2𝑃1f 𝑘。青のラインは 12800 全てと𝐶𝛼 , 𝐶𝛽 , 𝐶𝛾

への凸射影を組み合わせたときの誤差である。 f 𝑘+1 =

𝑃𝛾𝑃𝛽𝑃𝛼𝑃12800 ⋯ 𝑃2𝑃1f 𝑘。凸集合への射影を増やし、反復回

数を増やしていくことで誤差が減少していくことが分かる。 

 

5. まとめと今後の課題 

画像再構成における観測系を離散化することによって、

行列によって表現してきた。事前情報への射影とARTを組

み合わせることによる凸射影法によって、投影データから

画像を再構成する問題に適用してきた。凸射影の数と反復

回数を増やすことで誤差が小さくなることを示した。 

事前情報が凸集合になれば、凸射影法に組み込むことが

できるが、今回使用したもの以外もあるので、それらを組

み込んでいく必要がある。実際には、事前情報から元の物

体が属する空間をいかに数式として表現し、その空間への

射影作用素をいかに構成するかが重要な問題となる。また

それらの凸集合による共通部分が空集合にならないことが

条件となる。投影データ数と物体の画素数が増えると計算

時間が増えることが問題となる。ART に関しては、初期値

と緩和パラメータの取り方によって収束の速さが異なるの

で、観測系に対して最適なパラメータを求める必要がある。 
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