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１． はじめに 

本論文では，辞書順の順列に対するランクとアンランク

を計算する線形時間アルゴリズムを提案する．順列のラン

クとは順列集合    から {        } への全単射であり，

その反対に，順列のアンランクとは {        } から    

への全単射である．ランク，アンランクを計算することを

それぞれランク付け操作，ランク付けの逆操作とよぶ．ラ

ンク付けやその逆操作を扱う場合，四則演算やビット演算

に要する時間計算量を  ( ) 時間とする計算モデル上で議

論することが一般的である．本論文もこれまでの研究にな

らい，四則演算およびビット演算を定数時間で実現する計

算モデル上で議論を進めていく． 

辞書順に並べられた文字列長   の順列に対するランク付

けおよびその逆操作では，順列を構成する各要素の逆位

（inversion）を用いて， (  ) 時間で計算する素朴なアル

ゴリズムが知られている．また，二分探索法や結合ソート

法を用いて，素朴なアルゴリズムの時間計算量を 

 (     ) 時間に改良できることも知られている．最近，

ビット演算を用いて，辞書順の順列のランク付けおよびそ

の逆操作を線形時間で計算するアルゴリズムが発表された．

Mares らは文献[1]で (     ) ビットのビットベクトルを

用意し，ランク付けの逆操作は自然なビット演算で実現し，

ランク付けは特殊な比較操作とビットベクトルの和を定数

回の剰余算で求める方法を用い，初めて線形時間アルゴリ

ズムを実現した．須藤らは文献[2]で  (        ) ビット

のビットベクトルを用意し，線形時間のランク付けおよび

その逆操作を実現しながら領域計算量を (        ) ビッ

トに改善した．須藤らが提案した手法は，集合   

{       } 上の置換の集合  のランク付けおよびその逆

操作をするために，  を⌈    ⌉個ずつに分割して要素を管

理するというアイデアに基づいている．一方，辞書順とは

ならない順列のランク付けおよびその逆操作をする問題は，

Myrvold らによって時間計算量と領域計算量ともに ( )と

なる線形時間アルゴリズムが発表されている[3]． 

本論文は，Mares らと須藤らのアルゴリズムを改善し，

よりシンプルに計算機に実装可能な線形時間アルゴリズム

を提案する．須藤らのアルゴリズムでは，   を ⌈    ⌉ 個

ずつの部分集合に分割し，部分集合に対応する各ランク値

を埋め込んだビットベクトルをランク付けに利用している．

ランク付けの逆操作も，ランク付けと同様に，アンランク

値をビットベクトルに埋め込んでいる．これらの値をビッ

トベクトルに埋め込む方法は，計算機への実装が容易であ

る反面，ランク付け，およびその逆操作を複雑なものにし

ている．本論文では，ビットベクトルに埋め込む値を工夫

して，ランク付けおよびその逆操作を行う． 

解の全探索が必要となる巡回セールスマン問題や組合せ

パズルのような問題では，厳密解を得るために全ての順列

を生成し，解の候補と順列を照合する場合が多い．これま

では，スーパーコンピュータのような大型計算機であって

も計算機のリソース不足のため解の全探索を行うことが難

しかったが，CPU の高速化や搭載メモリの大容量化にとも

ない，現実的な計算時間で解の全探索を行うことができる

ようになってきた．それゆえに，近年，解の全探索を高速

化するための手法の開発が活発に行われている．本研究の

成果は，このような問題に対して，ランクに対応する順列

パターンを高速に生成し，かつ，計算機のメモリ消費量の

改善に貢献する． 

２． 定義 

本論文では，集合   {       }上の順列 について

考える．ここで順列 とは n 組の数字の列で，順列 の i 番

目の要素を [ ]と表し， [     ]  ( [ ]    [ ])とすると， 

  ( [ ]    [   ])   

  ( [ ]    )           ( [ ]   [ ]) 

が成り立つ が順列である．つまり，集合  の元を並び替

えて，順序も考慮した n 組の数字の列が，順列である．こ

こで順列  ( [ ]    [   ])をポジションベクトル

（position vector）と呼ぶことにする． 

順列のランク付けアルゴリズムを設計する上で，順列の

ランクを求めるための，順列の途中段階が必要になるかも

しれない．そこで  の部分集合 を考え（つまり    ），

 上の順列 を考えよう．以降しばらくこの章では， は 

上の順列を表す．また， 上の順列の集合を  と表す．  

には集合 の元を並び替えて作られる全ての順列が含まれ

る．集合 の要素数を m とし，集合 上の順列 ，  に対し，

 が  よりも辞書順で前であることを    と表し，次の

ように定義する． 

         [ ]    [ ]   

( [ ]    [ ]   [       ]    [       ]) 

集合 上の順列 の辞書順ランクを (   )と表し，次のよう

に定義する． 

 (   )     |{     | 
   }| 

すなわち， (   )は集合 上の順列の集合  の中で， が辞

書順で何番目にあるかを示す． 

例えば，  {     }のとき，集合 上の順列は全部で

    通り存在するが，そのそれぞれに対して辞書順ラン

ク (   )は次のようになる． 

 ((     )  )      ((     )  )    

 ((     )  )      ((     )  )    

 ((     )  )      ((     )  )    
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また，集合 に対する，要素    のランク (   )を次の

ように定義する． 

 (   )     |{   |   }| 

すなわち， (   )は集合 を昇順で並べたときに x が何番

目の要素であるかを示す．また，r の逆関数も用意してお

こう．集合 を昇順で並べたときの i番目の要素を xとする

と，   (   )   となる． 

再び集合   {       }上の順列 について考えよう． 

( ( [ ]   )  ( [ ]    { [ ]})  ( [ ]    { [ ]  [ ]})  

   ( [   ] { [   ]})) 

を順列 のインバーションベクトル（inversion vector）と言

う．集合  上の順列 のインバーションベクトルは必ず最

初は [ ]，最後は 0 となる．この順列 のインバーション

ベクトルを，( [ ]    [   ])とおこう． 

例えば，   {     }のとき，集合  上の順列 のそれぞ

れに対して，インバーションベクトルは次のようになる． 

  (     )のとき(     )    (     )のとき(     ) 

  (     )のとき(     )    (     )のとき(     ) 

  (     )のとき(     )    (     )のとき(     ) 

さらに，順列 の辞書順ランク (    )について次式が成

り立つことが知られている． 

 (    )  ∑  [ ]  (     ) 

   

   

 (1) 

1 章でも言及したように，四則演算にかかる時間を ( )時

間とみなすのが一般的である．よって(1)式により，順列 

の辞書順ランク (    )とインバーションベクトル

( [ ]    [   ])へは相互に線形時間で変換できる（図 2.1，

2.2）．しかし，インバーションベクトルからポジションベ

クトル( [ ]    [   ])への変換やその逆変換は長い間線

形時間では不可能とされてきた．次章以降では，Mares ら，

須藤らのアルゴリズムを元に，実際に簡単化した順列の辞

書順線形時間ランク付けとその逆操作のアルゴリズムを提

案していく． 

３． 順列の辞書順ランク付け 

2 章では順列の辞書順ランク付けに関する様々な定義を

し，また最後に順列の辞書順ランク付けとその逆操作にお

いて，インバーションベクトルからポジションベクトルへ

の変換とその逆変換がネックになっていることに言及した．

したがって本章では順列の辞書順ランク付けに必要になる，

ポジションベクトルからインバーションベクトルへの線形

時間変換アルゴリズムを提案することになる．集合  上の

順列 が与えられて，そのポジションベクトルが線形時間

でインバーションベクトルに変換できれば，図 2.1 のアル

ゴリズムによりこれを辞書順ランク (    )に変換でき，

全体として線形時間で順列の辞書順ランク付けができるこ

とになる． 

それではまず提案アルゴリズムで使用する変数について

説明しよう．須藤らのアルゴリズムでは集合  を⌈    ⌉個

ずつに分けて管理していたが，本論文で提案するアルゴリ

ズムでは，集合  を⌊    ⌋個ずつに分けて管理する．わず

かな差ではあり，領域計算量のオーダーには変化がないが，

同じアルゴリズムならこちらの方がビットベクトルを節約

できる．  を⌊    ⌋個ずつの集合に分けたものを， (   )と

する． 

例えば，   のときは   {     }，⌊    ⌋   なので，

 (   )  {     }  (   )  {     }  (   )  {     }となる． 

  は，⌈
 

⌊    ⌋
⌉個の (   )に分けることができる．また，

 (   )のインデックス k の元は，⌊    ⌋     と表せる．こ

れを (   )[ ]  ⌊    ⌋     とおこう． 

2 章と同様に再び集合  の部分集合 を考え， 上の順列

 を考える．これに対して， 1 つあたりビット長

⌈   (⌊    ⌋   )⌉のビットベクトル  [ ]に次の値を入れる． 

  [ ]  |{       (   )|   (   )[ ]}| 

つまり，  [ ]には (   )のインデックス k以下の元のうち，

 の元でもあるものの個数を入れる． 

また，1 つあたりビット長⌈   (   )⌉のビットベクトル

  に次の値を入れる． 

     [⌊    ⌋  ]. 

      |{       (   )|   (   )[⌊    ⌋   ]}|. 

      |{       (   )}|. 

ここで (   )と  の最大のインデックスは，⌊    ⌋  とな

る．つまり，  には  の最大のインデックスと等しい値，

集合 A と集合 (   )の共通元の個数を入れる．  と  のビッ

ト長は，提案アルゴリズムに最低限必要な長さとした． 

提案アルゴリズムでは，集合 A の初期値を   とし，

集合   {       }上の順列 のインバーションベクト

ル( [ ]    [   ])を求めるために，順列 のポジションベ

クトル( [ ]    [   ])を，右から左へ，      から

   に向かって見ていき，その順に [ ]を計算していく．

その際，インバーションベクトルの 1 つの要素 [ ]が計算

し終わるごとに，現在見ていたポジションベクトルの 1 つ

の要素 [ ]を集合 Aの元に加え，新しくなった集合 Aに応

じて，ビットベクトル  と  を更新する．  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

入力：インバーションベクトル(𝐼[ ]   𝐼[𝑛  ]) 

出力：辞書順ランク  (𝜋 𝑋𝑛) 

 a k ←   
 ←   
f  (𝑖  𝑛  ; 𝑖 ≥  ; 𝑖   ){  
   a k ←  a k   [𝑖]  𝑗 
   ←   (𝑛 𝑖) 
 } 
 etu    a k 

 

図 2.1 インバーションベクトルから辞書順 

.ランクへの変換アルゴリズム 

入力：辞書順ランク  (𝜋 𝑋𝑛) 

出力：インバーションベクトル(𝐼[ ]   𝐼[𝑛  ]) 

 a k ←  (𝜋 𝑋𝑛) 
 ←   
f  (𝑖   ; 𝑖  𝑛; 𝑖   ){𝑗 ← 𝑗  𝑖} 
f  (𝑖   ; 𝑖  𝑛; 𝑖   ){  
   [𝑖] ← ⌊𝑟𝑎𝑛𝑘/𝑗⌋ 
   a k ←  a k m d   
   f(𝑗  𝑛   ){𝑗 ← 𝑗/(𝑛 𝑖   )} 
 } 
 etu   (𝐼[ ]   𝐼[𝑛   ]) 

 

図 2.2 辞書順ランクからインバーション 

..ベクトルへの変換アルゴリズム 
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なお，   よりビットベクトル  ，  の初期値は全て 0で

ある． 

このとき，集合 A，ビットベクトル  ，ビットベクトル

  が正しく更新されているならば，次の補題が成り立つ． 

補題 3.1  [ ]   (   )[  ]とおくと， 

                      [ ]    [  ]  ∑   

   

   

 

が成り立つ． 

証明） 

 [ ]   (   )[  ]とおいたので，インバーションベクトルと

ランク (   )の定義より， 

 [ ]   ( [ ]  ). 

         ( (   )[  ]  ). 

        |{   |   (   )[  ]}|. 

        |{    (   (   )       (   ))|   (   )[  ]}|. 

 (   )は集合  を重複なく分割した集合なので， 

 [ ]  |{       (   )|   (   )[  ]}|    . 

           |{       (   )|   (   )[  ]}|. 

また，  tのとき (   )の元 yは必ず 

   (   )[⌊    ⌋  ]   (   )[  ] 

を満たす．さらに，集合 A に [ ]   (   )[  ]を加えるのは，

 [ ]の計算後なので， (   )[  ]   である．以上により [ ]の

式を変形すると， 

 [ ]  |{       (   )}|    . 

           |{       (     )}|  . 

           |{       (   )|   (   )[  ]}|. 

          [  ]  ∑   
   
   . 

□ 

提案アルゴリズムでは，補題 3.1 をもとに線形時間でイ

ンバーションベクトルを計算する．ここで，  [  ]はビッ

ト演算によりビットベクトル  から値を取り出し，ビット

ベクトル  の和は Mares らも用いていた次の性質により計

算する[1]． 

性質 3.1 1つあたりビット長 bのビットベクトル zの各フ

ィールドの総和は，それが    未満ならば，  m d (   

 )により計算できる．  

この性質の証明はMaresらの論文を参照して欲しい． 

それでは，ビットベクトルの更新方法について説明しよ

う．ポジションベクトルの 1 つの要素 [ ]   (   )[  ]を集

合 A の元に加えると，ビットベクトル  ，  を更新する必

要性が生じる． 

ビットベクトル  [ ]はk ≥ ttについて 1 ずつ増えるので，

ビットベクトル  は次の式により更新する． 

  
               ((  (              ))   ) 

ここで，        は全体のビット長が  と同じ長さであり，

1 が  [ ]のビット長と同じ間隔で現れるビットベクトルで

ある（須藤らも同じようなビットベクトルを用意してい

た）． 

&はビット単位の AND 演算であり，~はビット反転であり，

 はビットの左シフトである．また，   t e  t     
⌈   (⌊    ⌋   )⌉である． 

ビットベクトル  は次の式により更新する． 

     (  (             )) 

ここで，  t e  t     ⌈   (   )⌉である． 

以上の議論により，図 3.1 のアルゴリズムが導かれる．

ここまでで提案アルゴリズムの説明が一通り終わったが，

計算量の評価をしてみよう． 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

時間計算量は四則演算およびビット演算にかかる時間を

 ( )時間としているので，全体では ( )時間，つまり線形

時間である． 

領域計算量はビットベクトル  に必要とする領域は，

⌈   (   )⌉  ⌈
 

⌊    ⌋
⌉ビットであり，n が非常に大きくなれ

ば⌈   (   )⌉  ⌊    ⌋であり，ビットベクトル  について

は， ( )ビット，ビットベクトル  に必要とする領域は，

   ⌈   (⌊    ⌋   )⌉ビットであり，ビットベクトル  につ

いては (        )ビットであり，全体としては領域計算

量は (        )ビットである． 

したがって，次の定理が成り立つ． 

定理 3.1 集合  上の順列 が与えられたとき，図 3.1 のア

ルゴリズムは，そのポジションベクトルをインバーション

ベクトルに，線形時間，領域計算量 (        )ビットで

変換でき，引き続き図 2.1 のアルゴリズムを実行すれば，

同じ計算量で順列 の辞書順ランク (    )を計算できる 

４． 順列の辞書順ランク付けの逆操作 

3 章では順列の辞書順ランク付けにネックとなる，イン

バーションベクトルからポジションベクトルへの変換につ

入力：ポジションベクトル(𝜋[ ]   𝜋[𝑛   ]) 

出力：インバーションベクトル(𝐼[ ]   𝐼[𝑛  ]) 

f   𝑗   ; 𝑗   
𝑛

⌊   𝑛⌋
 ; 𝑗    {𝑣𝑗 ←  } 

𝑎 ←   
 ← ⌊   𝑛⌋ 
  t e  t  𝑣 ← ⌈   (⌊   𝑛⌋   )⌉ 
  t e  t  𝑎 ← ⌈   (𝑛  )⌉ 
  tmask 𝑣 ← (    t e  t  𝑣 )    
  tmask 𝑎 ← (    t e  t  𝑎)    
a    e 𝑣 ←   
f  (𝑗   ; 𝑗  𝑏; 𝑗  ){  
  a    e 𝑣 ← a    e 𝑣    t e  t  𝑣  
  a    e 𝑣 ← a    e 𝑣    
 } 
f  (𝑖  𝑛  ; 𝑖 ≥  ; 𝑖   ){  
   ← π[𝑖] 
  t ← ⌊ / ⌋ 
  tt ←   t    
  v t tt ← 𝑣𝑡 (  tmask 𝑣  (𝑡𝑡    t e  t  𝑣 )) 
  v t tt ← v t tt ≫ (𝑡𝑡    t e  t  𝑣 ) 

  𝑎  𝑠𝑢𝑚 ←  𝑎  ((  (𝑡    t e  t  𝑎 ))   )  

       𝑚𝑜𝑑   tmask 𝑎  
   [𝑖] ← v t tt  𝑎  𝑠𝑢𝑚 
  𝑣𝑡 ← 𝑣𝑡  𝑎𝑙𝑙𝑜𝑛𝑒 𝑣  

     ((  (𝑡𝑡  𝑏𝑖𝑡𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡  𝑣))   ) 

  𝑎 ← 𝑎  (  (𝑡  𝑏𝑖𝑡𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡  𝑎)) 
 } 
 etu   (𝐼[ ]   𝐼[𝑛   ]) 

 

 
図 3.1 ポジションベクトルからインバーション 

   ベクトルへの変換の提案アルゴリズム 
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いて，Mares らや須藤らの研究を参考にして，簡単化した

線形時間，領域計算量 (        )ビットのアルゴリズム

を提案した．本章では，ランク付けの逆操作にネックとな

る，ポジションベクトルからインバーションベクトルへの

変換について，同様に Mares らや須藤らの研究を参考にし

て，ランク付けと同じ計算量であり，かつ簡単化したアル

ゴリズムを提案する． 

ランク付けの逆操作においては，可能な限り，ランク付

け操作のアルゴリズムを全く逆にたどったアルゴリズムで

あることが望ましい．そのため，本章で提案するアルゴリ

ズムは，3 章で提案したアルゴリズムをベースにしている

が，完全に逆の操作は行えないかもしれないので，その都

度，別のビットベクトルを用意するなどして対応していく． 

集合  上の順列 の辞書順ランク (    )が与えられたと

して，図 2.2 のアルゴリズムによりこれをインバーション

ベクトルに線形時間で変換でき，このインバーションベク

トルをポジションベクトル に線形時間で変換できれば，

全体として線形時間で順列の辞書順ランク付けの逆操作が

できることになる． 

それではランク付けと同様に最初に提案アルゴリズムで

使用する変数から説明を始めよう．ランク付けの逆操作も

ランク付け操作と同じく，集合  を⌊    ⌋個ずつに分けて

管理する．  を⌊    ⌋個ずつの集合に分けたものを (   )と

する．  は⌈
 

⌊    ⌋
⌉個の (   )に分けることができる． (   )の

具体例は 3 章を参考にして欲しい．また， (   )のインデッ

クス k の元を (   )[ ]  ⌊    ⌋     とおく．2,3 章と同様

に集合  の部分集合 Aを考え，A上の順列 を考える． 

先程説明したように，ランク付けの逆操作においては可

能な限りランク付け操作のアルゴリズムを全く逆にたどっ

たアルゴリズムであることが望ましい．したがって，まず

ポジションベクトルの計算順序と集合 Aの扱いを決めよう． 

提案アルゴリズムではランク付け操作と全く逆で，集合

A の初期値を    とし，集合   {       }上の順列

 （どのような順列かは計算するまで分からない）のポジ

ションベクトル( [ ]    [   ])を求めるために，順列 

のインバーションベクトル( [ ]    [   ])を，左から右

へ，   から     に向かって見ていき，その順に [ ]

を計算していく．その際，ポジションベクトルの 1 つの要

素 [ ]が計算し終わるごとに，この [ ]を集合 A の元から

取り除き，新たな集合 Aとする．また，新しくなった集合

A に応じてこれから提案する各種ビットベクトルを更新す

る． 

では，ランク付けの逆操作にはどのようなビットベクト

ルが必要だろうか．ランク付けの逆操作は，求める [ ]を

 [ ]   (   )[  ]とおくと，集合  上の順列 のインバーショ

ンベクトルの 1 つの要素 [ ]と集合 A が与えられたとき，

この [ ]   (   )[  ]を特定する問題ととらえることができ

る． [ ]を特定するには，tと ttという 2つの値を特定する

ことが必要になる．したがって，この 2 つの値を特定でき

るようなビットベクトルが必要だろう． 

幸いにも t はランク付けと同じビットベクトル  を少し

変形して，次の性質 4.1 を使うことで計算することができ

る[1]．  
  ∑   

   
   とし，  

 を提案アルゴリズムで使うビ

ットベクトルとする．今後本章では，このビットベクトル

  
 を単にビットベクトル  またはビットベクトル  と呼ぶ．

また，アルゴリズムの都合上，ビットベクトル  を 1 つあ

たりビット長⌈    ⌉   のビットベクトルとする．ランク

付けの逆操作はランク付け操作と違って， [ ]の計算前は

 [ ]   (   )[  ]   であることに注意する． 

補題 3.1の証明の途中を使えば， 

 [ ]  |{   |   (   )[  ]}| 

   |{       (   )}|    . 

   |{       (   )}|. 

         

つまり， [ ]      であり，また  t   つまり  tのとき

は    [ ]である．すなわち，t とは [ ]を超えない  のう

ち，j が最大となるものである．この tを次の性質 4.1によ

り計算する[1]． 

性質 4.1   を 1 つあたりビット長   のビットベクトル

とし，各フィールドは  未満とする．このとき，    で

あるフィールドの個数は，  と同じビット長のビットベク

トル  を用意して，  の各フィールドに xを入れ，  の各フ

ィールドの最上位ビットを 1 にセットすれば，     を計

算することにより，    のときに限り     の各フィー

ルドの最上位ビットが 0 になるので，     の各フィール

ドの最上位ビットの 1 の個数をビット演算により求めれば，

    であるフィールドの個数を計算できる．  

性質 4.1 で   [ ]のときの     の各フィールドの最上位

ビットの 1 の個数から 1 を引いたものが t である．また，

ビットベクトル  の初期値は，    より    ⌊    ⌋であ

る． 

t の計算方法は分かったので，残る課題は tt を計算する

ことである．実は補題 3.1 を少し変形した次の補題 4.1 を

用いることで，ランク付けで使用したビットベクトル  の

情報の一部分を手に入れることができる．この情報は，tt

を計算する上で役に立つ． 

補題 4.1  [ ]   (   )[  ]とおくと， 

        [  ]   [ ]       

が成り立つ． 

証明） 

ランク付けの逆操作は， [ ]   (   )[  ]   であることに

注意して，補題 3.1の証明途中の式を変形すると， 

 [ ]  |{       (   )}|    . 

           |{       (     )}|  . 

           |{       (   )|   (   )[  ]}|. 

     [  ]       

（補題 3.1と違って [ ]の分  [  ]が 1つ増える） 

ゆえに，  [  ]   [ ]       

□ 

提案アルゴリズムでは，補題 4.1 により  [  ]を計算し，

  [  [  ]]  ttを常に満たすビットベクトル  [ ]を用意す

ることで，tt を計算する．また，アルゴリズムの都合上，

ビットベクトル  [ ]を 1 つあたりビット長⌈   ⌊    ⌋⌉のビ

ットベクトルとする． 

ビットベクトル  [ ]の初期値は，k    [  ]のときの tt

の値より， 

k    [  ]  |{       (   )|   (   )[  ]}| 

A の初期値は    のため，   (   )[  ]のどの値をとっ

ても   を満たす．よって， 

k  |{   (   )|   (   )[  ]}|       

ゆえにtt  k   であり，ビットベクトル  [ ]の初期値は，

  [ ]     である．ただし，  [ ]   とする． 

tと ttが計算できれば， [ ]   ⌊    ⌋   の式より [ ]を計

算することができる． 
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それでは，ビットベクトルの更新方法について説明しよ

う． [ ]   (   )[  ]を集合 A の元から取り除くと，ビット

ベクトル  ，  を更新しなければならない． 

ビットベクトル  は  tについて 1 ずつ減るのでランク

付けの  と同様な次の式により更新する． 

                 (  ((   )             ))     

ここで，        は全体のビット長が  と同じ長さであり，

1 が  のビット長と同じ間隔で現れるビットベクトルであ

る．また，            ⌈    ⌉   である．その他の記号

は，ランク付けと同じ記号を用いた． 

ビットベクトル  [ ]については，k    [  ]となる tt の

値が存在しなくなり，k    [  ]については  [  ]の値が 1

ずつ減り，tt の値には変化がない．よってビットベクトル

  [ ]については，  [ ]を削除し，ビットを右に詰める処

理が必要となる．この処理は，プログラムで書けば 3 行ほ

どであり，もしくは式をまとめれば 1 行で書ける処理であ

る． 

以上の議論により，図 4.1 のアルゴリズムが導かれる．

ここまでで提案アルゴリズムの説明が一通り終わったが，

ランク付けと同様に計算量の評価をしてみよう． 

時間計算量はランク付けと同様に四則演算およびビット

演算にかかる時間を ( )時間としているので，全体では

 ( )時間，すなわち線形時間である． 

領域計算量はビットベクトル  に必要とする領域は，

(⌈    ⌉  )  ⌈
 

⌊    ⌋
⌉ビットであり，n が非常に大きくなれ

ば(⌈    ⌉   )  ⌊    ⌋であり，ビットベクトル  について

は， ( )ビット，ビットベクトル wに必要とする領域は，

実装によってはビットベクトル  の最下位ビットを無視で

きるので，   ⌈   ⌊    ⌋⌉ビットであり，ビットベクトル w

については (        )ビットであり，全体としては領域

計算量は (        )ビットである． 

したがって，次の定理が成り立つ． 

定理 4.1 集合  上の順列 の辞書順ランク (    )が与え

られたとき，図 2.2 のアルゴリズムを実行すれば，これを

線形時間でインバーションベクトルに変換でき，引き続き

図 4.1 のアルゴリズムを実行すれば，線形時間，領域計算

量 (        )ビットでこのインバーションベクトルをポ

ジションベクトルに変換でき，順列 を求めることができ

る． 

５． 実験 

Intel Pentium 4，2.8GHz の CPU を搭載した PC に，

CentOS 5.8 をインストールした 32 ビット環境上で我々の

提案アルゴリズム，Mares らのアルゴリズム，須藤らのア

ルゴリズムの実装を行い，ランク付け操作およびその逆操

作の実行時間を測定した．ランク付け操作およびその逆操

作 1 回分は 1μs 未満で終わってしまうため，1000 万回の

操作にかかる時間を 1000 で割ったもの，つまり 1 万回の

操作にかかる時間を測定した．ランク付け操作にかかる時

間を測定するには，毎回ランダムな順列を生成することが

必要となり，無視できない時間となる．そのため，毎回 0

から    までのランダムな整数を生成し，まずランク付

けの逆操作を先に測定した．次に，ランク付けの逆操作で

生成した順列に対してランク付け操作を行い，ランク付け

操作およびその逆操作の合計時間を測定した．ランク付け

操作の実行時間はこの 2 つの差分から予測した．結果は表

5.1，5.2 となった．ただし，Mares らのアルゴリズムに関

しては，32 ビット環境であるため，   までしか測定し

ていない． 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

入力：インバーションベクトル(𝐼[ ]   𝐼[𝑛  ]) 

出力：ポジションベクトル(𝜋[ ]   𝜋[𝑛   ]) 

f   𝑗   ; 𝑗   
𝑛

⌊   𝑛⌋
 ; 𝑗    {w𝑗 ←  } 

𝑎 ←   
 ← ⌊   𝑛⌋ 
  t e  t  w ← ⌈   ⌊   𝑛⌋⌉ 
  t e  t  𝑎 ← ⌈   𝑛⌉    
  tmask w ← (    t e  t  w)   
  tmask 𝑎 ← (    t e  t  𝑎)    
a    e 𝑎 ←   

f   𝑗   ; 𝑗   
𝑛

⌊   𝑛⌋
 ; 𝑗    {  

  a    e 𝑎 ← a    e 𝑎    t e  t  𝑎  
  a    e 𝑎 ← a    e 𝑎  

   

 } 

f   𝑗   
𝑛

⌊   𝑛⌋
   ; 𝑗 ≥  ; 𝑗    {  

  𝑎 ← 𝑎  𝑏𝑖𝑡𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡  𝑎 
  𝑎 ← 𝑎      
 } 
f  (𝑗  𝑛  ; 𝑗 ≥  ; 𝑗  ){  
  t ← ⌊ / ⌋ 
  tt ←   t    
  𝑤𝑡 ← 𝑤𝑡  𝑏𝑖𝑡𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡  𝑤 
  𝑤𝑡 ← 𝑤𝑡  tt 
 } 

f   𝑗   ; 𝑗   
𝑛

⌊   𝑛⌋
 ; 𝑗    {  

  𝑤𝑡 ← 𝑤𝑡  𝑏𝑖𝑡𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡  𝑤 } 
f  (𝑖   ; 𝑖  𝑛; 𝑖   ){  
   ←  [𝑖] 
  c ← (𝑎𝑙𝑙𝑜𝑛𝑒 𝑎  𝑥)   
    (𝑎𝑙𝑙𝑜𝑛𝑒 𝑎  (𝑏𝑖𝑡𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡  𝑎   )) 

  t ← ( ( ((𝑐  𝑎) ≫ (𝑏𝑖𝑡𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡  𝑎  )) 

     𝑎𝑙𝑙𝑜𝑛𝑒 𝑎 ) 𝑚𝑜𝑑 𝑏𝑖𝑡𝑚𝑎𝑠𝑘 𝑎 )    
  𝑎  t ← 𝑎  (  tmask 𝑎  (𝑡    t e  t  𝑎 )) 
  𝑎  t ← 𝑎  t ≫ (𝑡    t e  t  𝑎 ) 
  v t tt ←   𝑎  𝑡   
  tt ← 𝑤𝑡 (  tmask 𝑤  (v t tt    t e  t  𝑤 )) 
  tt ← tt ≫ (v t tt    t e  t  𝑤 ) 
  π[𝑖] ← 𝑡  𝑏  𝑡𝑡 
  𝑎 ← 𝑎  𝑎𝑙𝑙𝑜𝑛𝑒 𝑎  

      (  ((𝑡  )  𝑏𝑖𝑡𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡  𝑎))     

      t ← 𝑤𝑡 ((  (v t tt    t e  t  𝑤 ))   ) 

   eft ← (𝑤𝑡 ≫   t e  t  𝑤 )  

      ((  (v t tt    t e  t  𝑤 ))   ) 

  𝑤𝑡 ← 𝑙𝑒𝑓𝑡 𝑟𝑖𝑔 𝑡 
 } 
 etu   (𝜋[ ]   𝜋[𝑛   ]) 

 

 
図 4.1 インバーションベクトルからポジション 

   ベクトルへの変換の提案アルゴリズム 
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表 5.1 1万回のランク付け操作にかかる時間（単位 ms） 

n 
Mares ら

の手法 

須藤らの

手法 
提案手法 

4 3 4 4 

5 3 5 4 

6 5 5 6 

7 6 6 5 

8 5 6 6 

9   7 7 

10   7 9 

11   7 9 

12   8 8 
 

表 5.2 1 万回のランク付け逆操作にかかる時間（単位 ms） 

n 
Mares ら

の手法 

須藤らの

手法 
提案手法 

4 5 8 9 

5 6 9 11 

6 6 10 11 

7 7 11 14 

8 9 13 15 

9   15 17 

10   16 18 

11   17 20 

12   19 22 
 

まず，ランク付け操作は 3 アルゴリズムともあまり変わ

らない実行時間となった．次に，ランク付けの逆操作では

Mares らのアルゴリズムがもっとも高速であった．これは

Mares らのアルゴリズムは集合  の値を全てビットベクト

ルに格納しているため，領域計算量はかかるが，ランク付

けの逆操作は単純なビットベクトルの削除操作で実現して

いるからだと思われる．また，ランク付けの逆操作では，

提案アルゴリズムは須藤らのアルゴリズムより少し遅かっ

た．これは提案アルゴリズムはビットベクトルの初期値の

計算に少し時間がかかるためだと思われる．我々のアルゴ

リズムではビットベクトルの初期値は同じ n に対して毎回

同じ値をとるため，この値を記憶するなどすれば，須藤ら

のアルゴリズムと近い実行時間になると思われる．実験結

果をまとめると，我々のアルゴリズムは，領域計算量は須

藤らと同じく Mares らよりも改善しており，ランク付け操

作およびその逆操作にかかる実行時間は須藤らと大差なく，

かつ実装がシンプルなアルゴリズムと言える． 

６． まとめ 

本論文では，Mares らと須藤らの線形時間ランク付けお

よびその逆操作のアルゴリズムを簡単化して，厳密に

 (        )領域を用いて ( )時間で辞書順のランク付け

およびその逆操作のアルゴリズムを提案した．本アルゴリ

ズムは簡単な計算式を用いてランク付けを行い，その逆操

作はなるべくランク付け操作のアルゴリズムを全く逆にた

どった操作であるようにアルゴリズムを設計した．また，

提案アルゴリズムは 5 章で示したように，既存のアルゴリ

ズムと比べて特別遅いというわけでもなかった．今後の研

究課題としては，領域計算量は本当にこれで限界であるか

考えることや，シミュレーションの上でより高速なアルゴ

リズムを考えることや，今回扱わなかった辞書順以外の順

序や n-m 順列やその他の組合せ構造について考えることな

どが挙げられる． 
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