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1. はじめに
現実問題の多くは, グラフ上の問題として定式化して

解決することが出来る. 更にこの内の幾つかの問題群は,
無向グラフ中の最大クリーク抽出問題に帰着して解くこ
とが出来る.
無向グラフ中の最大クリークを抽出する問題は典型的

な NP困難問題で難しいにもかかわらず, その重要性よ
り,これまでに幾多の研究がなされている（文献 [1]～[10].
応用例に関しては, 文献 [6], 7. Selected Applications 参
照）. 筆者らも, 従来よりも格段に高速な厳密最大クリー
ク抽出アルゴリズムMCQを提唱し [9], それにより, バ
イオインフォマティクス [11]～[13], 画像処理 [14], 量子
論理回路設計 [15], DNA 配列設計 [16] などへの新しい
応用の成果が得られている. これらの応用を更に発展さ
せるためには，最大クリーク抽出アルゴリズムの高速化
が非常に重要な基本となる. そこで本論文では，先に発
表した最大クリーク抽出アルゴリズムMCQ[9]を基にし
て一層の高速化を図ったアルゴリズムMCQ′′を提唱し,
実験的にその優位性を検証した結果を示す.

2. 表記法と定義
本論文における表記法などは, 特に記述のない限り以

下のように扱うものとする [1].
V を節点 (vertex)の集合, E ⊆ V × V を枝 (edge)の

集合としたときに, G = (V, E)を対象となる単純無向グ
ラフとする. ここで節点集合 V は順序付きの集合とし,
V の先頭から i番目の要素を V [i]で表す. また 2節点
i, j 間の枝は非順序対 (i, j) = (j, i)で表し, このとき節
点 iと j は隣接していると言う. ただし, 枝としてルー
プや多重枝は含まないものとする.
グラフの表現としては |V | × |V |対称行列である隣接

行列 (adjacency matrix) AG = (aij)(i,j)∈V×V を用いる.
隣接行列の要素は (i, j) ∈ Eのとき aij = 1, (i, j) /∈ Eの
ときは aij = 0である. グラフGにおいて節点 vに隣接
する節点の集合を Γ (v) = {j ∈ V | avj = 1}で表し, そ
の節点の数を deg(v) = |Γ (v)|と書き, vの次数 (degree)
と呼ぶ. グラフGの節点の次数のうち, 最大の値をGの
最大次数と呼び, ∆(G)で表す. 全ての節点の次数が一致
しているグラフは正則グラフと呼ぶ.

G = (V, E)において, V の部分集合 Sによって誘導さ
れる部分グラフ (induced subgraph)を G(S) = (S,E ∩
(S × S))と表す. 本論文で部分グラフと記述した場合,
それは誘導部分グラフを指す. V の部分集合 Cにおいて
G(C)の任意の 2節点が隣接しているとき, グラフG(C)
は完全 (complete)であると言い, このとき, G(C)(ある
いは C)をクリーク (clique)と呼ぶ. それが他のクリー
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クの真の部分グラフ (集合)でなければ極大クリークと
呼ぶ. 最も節点数の多い極大クリークは最大クリークと
呼び, そのサイズ (節点数)を ω(G)または ω(V )で表す.

3. 最大クリーク抽出アルゴリズム
本論文で対象とするのは, グラフのデータ (隣接行列)

が入力されたとき, そのグラフの最大クリークを 1個見
出して出力するアルゴリズムである. これより, いくつ
かの最大クリーク抽出アルゴリズムとその効率化手法に
ついて述べる.
3.1 基礎アルゴリズム [1]
基礎アルゴリズムとしては, ある時点で保持している

クリークに, そのクリーク中の全節点と隣接している節
点を新たに付け加え, より大きなクリークにする操作を,
深さ優先探索によって進めていくという手順をとる.
具体的には, まず初期設定として, 探索途中で見出さ

れたクリークQをQ := ∅(空集合), 現在の段階で探索の
対象として考えている順序付き節点集合 (候補節点集合
と呼ぶ)をR := V (全節点集合)とする.
そして, R中のある節点 pを選び出してこれをクリー

クに付け加え (Q := Q ∪ {p}), R 中で p に隣接してい
る節点の集合を求めて (Rp := R ∩ Γ (p)), 得られた節点
集合Rpを新たな候補節点集合とみなして同様の操作を
再帰的に適用していく (この再帰手続きを EXPANDと
呼ぶ). これにより, 各段階の候補節点集合はその時点の
Qのいずれの節点とも隣接している節点の集合となって
いる.
このようにしていって Rp = ∅となったとき, そのと

き得られているクリーク Qは極大である. ここから更に
クリーク探索を続けるために, Rから pを削除したもの
を改めて Rと置き直し, Qからも pを削除してから, R
中の新たな節点を改めて pとして選択し, 再び同様の操
作を進めていく.
このクリーク探索の全過程は, 全節点集合 V を根, 各

時点における候補節点集合 Rを頂点 (node)として, R
とRp(= R ∩ Γ (p))の関係にあるものを親子関係の枝で
結んで得られる探索木 (search tree)として表現すること
ができる. 従って, 探索が深さ iの段階にあるときには,
Qには節点数 iのクリークが格納されていることになる.
探索の終了条件は, 初期設定として与えられた候補節点
集合 (V )が空になることである.
上記の手順を進めていくと極大クリークを全て列挙す

ることができる. ここでは最大クリークを 1個抽出する
ことを目的としているので,最初にQmax := ∅と設定し,
より大きな極大クリークが抽出されるたびにQmaxを更
新していき, 最終的に Qmaxに記憶されている節点集合
から成る部分グラフを最大クリークとする.
しかし, これではすべての組合せについて考慮するこ

とになり効率が悪い. そこで次のような方法で効率化を
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行う.
3.2 MCQ[9]
探索木における枝を分枝 (branch), その総枝数を分枝

数と呼ぶが, アルゴリズムの効率化に当たっては解の探
索領域を小さくすることが重要である. そのために何ら
かの方法を用いて余分な分枝を制限することが分枝限定
法のねらいである.
簡単な分枝限定として, 新たなRが生成されたときに

|Q| + |R| ≤ |Qmax|が成立する場合には, そこから先の
探索で現在保持している以上のサイズの極大クリークは
存在しないことが明らかであるので, それ以上探索を行
わない, とする方法が考えられる. 最大クリーク抽出問
題の効率的なアルゴリズムを開発するために, 本論文で
は基本的にこのような分枝限定法を用いる [1].
本論文の基礎となっている最大クリーク抽出アルゴリ

ズムMCQ[9]では, 更に近似彩色手続きを用いてより強
力な分枝限定を行っている. グラフ彩色とは隣接してい
る節点が同じ色にならないよう, 各節点に色を付与して
いく問題であるが, クリークを構成する全節点は互いに
隣接しているという性質上, この彩色数をクリークサイ
ズの上界として用いることができる. MCQ[9]で用いら
れているのは NUMBER-SORTという逐次的近似彩色
法であり, 以下の条件を満たすよう, 各候補節点に対し
て色に相当する正整数を付与していくものである.

1. aij = 1, (i �= j)であれば, N [i] �= N [j]である.
2. N [i] = k > 1 であるとき, N [j] = 1, 2, . . ., k − 1
なる節点 j ∈ Γ (i)がそれぞれ少なくとも一つ存在
する.

この番号付けが NUMBER であり, ここで付与された
番号の昇順に彩色済み候補節点集合を整列する作業が
SORTである. 図 1にそのアルゴリズムを示す.

NUMBER-SORT(N-Sと略記する)によって与えられ
た色番号の最大値 Max{N [p]} が ω(R) ≤ Max{N [p] |
p ∈ R} (≤ |R|) という条件を満たすため, |Q| +
Max{N [p] | p ∈ R} ≤ |Qmax| であれば探索木中の R
の子孫における探索で最大クリークが更新されることは
なく, これより先の探索を中断することができる.
さらにMCQ[9]では, 文献 [1](アルゴリズム#1)で確

認された効率化手法に基づいて, 全探索開始前に全節点
集合を次数によって整列し, N-Sを適用せず, 整合性の
ために簡単な番号を付与するのみで手続き EXPANDに
進むという方法により効率化を達成している (文献 [9],
Tables 1, 3参照).
3.3 MCQ′[17]
筆者らは, 更に効率の良い全探索開始前の処理を文献

[17]で提唱した. これは, 実際の探索に即した整列を行
うために, 整列の手続きとして未整列節点集合の中で次
数が最小となる要素を逐次取り出して並べる, という方
法である. 同時にその節点と隣接している節点間の枝を
切り, 隣接節点の次数をそれぞれ 1減少させる. この様
な整列を行っていくと, その過程で未整列節点集合中の
最小次数節点が複数個存在する場合があるため, それら
の節点と隣接している要素における次数の総和を計算し,
その最小値を持つ節点を最優先対象要素とする. この様
にして, その節点を探索するときの分枝数をより小さく
することができる.

procedure NUMBER-SORT(R, N)
begin
{NUMBER}

maxno := 0;
C1 := ∅;
while R �= ∅ do

p := the first vertex in R;
k := 1;
while Ck ∩ Γ (p) �= ∅

do k := k + 1 od
if k > maxno then

maxno := k;
Cmaxno+1 := ∅

fi
N [p] := k;
Ck := Ck ∪ {p};
R := R − {p}

od
{SORT}

i := 1;
for k := 1 to maxno do

for j := 1 to |Ck| do
R[i] := Ck[j];
i := i + 1

od
od

end {of NUMBER-SORT}

図 1: 手続き NUMBER-SORT

更に, 未整列節点集合中の最小次数節点集合が未整列
節点集合全体において等しく, 正則グラフとなる場合が
ある. この時, 次数を基準にして整列を行っても全く意
味が無いため, 整列過程において未整列節点集合のグラ
フが正則グラフとなった時点で, それ以降次数を基準に
整列することを止める. そして, これらの未整列節点集
合には近似彩色手続きN-Sを適用し, この時の整列結果
を整列済み節点集合に連接する.
番号付けに関しては, この未整列節点集合に対して

行った手続き N-S から得られた彩色数 (Max{N [p]})
に則し, 整列済み節点集合に対しては, その先頭から
Max{N [p]} + 1, Max{N [p]} + 2, ... と, ∆(G) + 1 を
比べて, 小さい方を付与していく. 以上の操作が完了し
た上で探索手続き EXPANDを適用する, としてアルゴ
リズムMCQ′ は構成される.
3.4 近似彩色アルゴリズム
ここまで述べてきた最大クリーク抽出アルゴリズムに

おいて, 近似彩色による効率化ということは共通してい
た. 先に述べたクリークサイズと近似彩色数の関係か
ら, その精度が高ければ効果的な分枝限定を実現できる
ことは明らかであるが, グラフ彩色問題自体も NP困難
のクラスに属しているため, 実行時間の増大が問題とな
る. MCQやMCQ′ が高速であるのは, N-Sの高速性に
因るところが大である. ここで, 幅広い対象グラフにお
いて, N-S部分が 50％以上の実行時間を占有しているこ
とが確認されている [17]. そこで, より高速な近似彩色
アルゴリズムを考案することにより最大クリーク抽出の
高速化を目指した.
本論文で提唱する近似彩色アルゴリズムは, N-Sと全

く同じ結果をより短時間で得ることを目的としている.
その方法として, 使用するメモリ領域を局在化させるこ
とにより, CPUに搭載されているキャッシュメモリの効
果を最大限に発揮させることを図る. そのために, N-S
では節点に逐次着目して色番号を付与しているが, これ
を逆に色番号に着目して, 色番号順に彩色するようにす
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る. 具体的には, まず候補節点集合を連結リストとして
構成し, 1つ目の色番号を付与できる節点を一通り選ん
でいく. この色番号の付与と同時に, 選ばれた節点を彩
色済み候補節点集合へ順に格納していき, この操作を残
りの全節点に色番号が付与されるまで逐次続ける. 以上
の逐次的近似彩色アルゴリズムを ABSORB(ABSと略
記)と名付け, 図 2にそのアルゴリズムを示す. N-Sでは
全候補節点に対して色番号が付与されるまで, 各節点を
保持していなければならなかったため, n × nの領域が
必要であった. それに対し, ここで提唱したABSは連結
リストを構成するための n × 2と, 現時点で着目してい
る彩色集合を保持するための n× 1の領域が確保されて
いればよいため, キャッシュメモリ内で処理可能となる
割合が高まることが期待できる. 実際に, 各ランダムグ
ラフに対して近似彩色のみを行った結果, 最も効果を得
ている部分では表 1程度の差が観察された (n：節点数,
p：枝密度 (2節点間に枝の存在する確率 [2])).

procedure ABSORB(R, N)
begin

ColorN := 1;
i := 1;
List := R
while List �= ∅ do

p :=the first vertex in List;
C := ∅;
while p �=nil do

if C ∩ Γ (p) = ∅ then
C := C ∪ {p};
R[i] := p;
i := i + 1 :
List := List − {p};
N [p] := ColorN ;

fi
p :=the next vertex of p in List;

od
ColorN := ColorN + 1;

od
end {of ABSORB}

図 2: 手続き ABSORB

表 1: NUMBER-SORTと ABSORBの比較
Graph N-S ABS 実行時間比

n p [msec.] [msec.] ABS/N-S[％]
0.1 0.261 0.115 44.1
0.5 0.412 0.244 59.2

300 0.9 0.589 0.287 48.7
0.95 0.734 0.313 42.6

3.5 MCQ′′

前節の近似彩色アルゴリズムABSをN-Sの代わりに
MCQ′中に埋め込んだ最大クリーク抽出アルゴリズムを
MCQ′′とする.

4. 計算機実験
上記アルゴリズムMCQ′′を評価するため, 計算機上に

実働化し, 種々のグラフに対して実行した. 実働化に用い
たプログラミング言語は Cであり, 使用した計算機環境
は CPU：Pentium4 2.2GHz(キャッシュメモリ 512KB),
OS：Linux, コンパイラ：gcc -O2 である.
先ず, 実行対象のグラフは, 節点数 n, 枝密度 pについ

て乱数の種が異なるランダムグラフを 10個ずつ作成し
たものとし, それらの計算結果の平均値を表 2に掲載す

る. 但し, 長大実行時間を要する為に, 乱数の種 1個のみ
に対して行った結果は, 数値右肩に ∗ 印をつけて区別し
てある. 次に, DIMACSベンチマークグラフ [2]に対す
る実行結果を表 3に掲載する. 表 2, 3において,他の各ア
ルゴリズムの実行時間は, 本実験環境に合わせて校正 [2]
した値である (空白欄は, 参考文献中に実験結果が示さ
れていない部分. Tar/5は推定参考値). この内で, ABS
の効果が顕著に表れている例として, MANN a45 に対
してMCQ′からMCQ′′では 1/2.9に減少, hamming10-
2に対してMCQ′ からMCQ′′ では 1/2.1に減少してい
る. MCQに対するMCQ′′の実行時間としては, 例えば
san200 0.9 3に対しては 1/86.7に減少, san400 0.9 1に
対しては 1/16.1に減少 (� 印), などである.
対象グラフよってはMCQ′′ よりもMCQの方が高速

である場合もあるが, その場合の違いは少なく, かつ他
所から発表されたどのアルゴリズムよりも元々MCQが
既に非常に高速となっている場合が多い．
以上より, 本論文で提唱したMCQ′′は近年他所から発

表されたどのアルゴリズムと比べても, 全般的に一段と
高速化されていることが確認された.

5. むすび
本論文では, より高速化した最大クリーク抽出アルゴ

リズム MCQ′′ を提唱し，その高速性を実証した. 具体
的問題の一例として，タンパク質スレッディング問題か
ら得られるある実データについて, MCQでは 1,084秒
かかった実行時間がMCQ′′ では 47秒と 1/23に短縮さ
れた. 本最大クリーク抽出アルゴリズムは, 効率的な極
大クリーク全抽出アルゴリズム [12]と合わせ, 本論文冒
頭で示した応用の他にも, 薬剤設計問題 [19], [20]等, 更
に広い応用が考えられ, この様な実問題へのより大きい
寄与が期待出来る.
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表 2: ランダムグラフに対する平均実行時間 [sec.]
Graph dfmax MCQ MCQ′ MCQ′′ New COCR

n p ω [6] [9] [17] [8] [5]

0.8 19-21 0.22 0.026 0.019 0.016 0.10 0.24
100 0.9 29-32 5.97 0.066 0.059 0.047 1.04 0.31

0.95 39-44 40.94 0.023 0.019 0.015 0.31
0.6 14 0.46 0.14 0.12 0.11 0.27 0.82

200 0.7 18-19 6.18 1.13 0.93 0.80 4.75 2.59
0.8 24-27 314.92 20.19 17.63 14.81 231.54 13.66
0.5 12-13 0.59 0.24 0.196 0.185 0.32 1.78
0.6 15-16 7.83 2.28 1.85 1.52 5.50 7.83300
0.7 19-21 233.69 37.12 30.89 27.10 179.71
0.8 28-29 48,280.6∗ 2,063.3 1,790.0 1,514.9
0.4 11 1.02 0.48 0.44 0.42 0.94

500 0.5 13-14 14.45 5.40 4.52 4.27 11.40 27.41
0.6 17 399.22 96.34 79.94 73.71 288.10
0.4 12 51.92 22.98 19.49 19.15 36.46

1,000 0.5 15 1,766.85 576.36 482.52 461.94
0.6 20 160,028.33∗ 34,496.35∗ 27,095.67∗ 25,290.03∗

表 3: DIMACSベンチマークグラフに対する実行時間 [sec.]
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Name [2] [9] [17] [8] [7] [5] [4] [3] [10]
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MANN a9 0.062 0.0002 0.00018 0.00014 0.0035 0.008
MANN a27 >24hrs. 8.49 4.22 3.40 >3,500 12,488.6 4.33 1,524
MANN a45 >24hrs. 7,107.83 6,212.62 2,115.91 >3,500 >17,000
p hat500-2 219.37 6.22 4.99 3.63 150.5 246.1 5,331 >2,160
p hat1000-1 1.66 0.86 0.75 0.74 2.05 19.83
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