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1. はじめに

本稿では，複数の行動主体（エージェント）が，報酬
関数も状態変化モデルも未知の状態から強化学習（特に
Q学習）を行い，同一の環境中で相互作用を行うマルチ
エージェント環境を扱う．そのようなマルチエージェン
ト環境における Q学習アルゴリズムとして，minimax-
Q [3]，Nash-Q [2]，FFQ [4]など，これまでに数多くの
ものが提案されている．これらの多くは，環境の各状
態をゲーム理論における非協力同時手番ゲームと見な
し，各エージェントの戦略をナッシュ均衡（合理的プ
レイヤーの戦略組合せ）に収束させることを目的とす
る．ところが，囚人のジレンマゲーム [1, 6]のように，
ナッシュ均衡が好ましくないゲームというものが存在
する．囚人のジレンマゲームは 2人 2行動ゲームであ
り，各プレイヤーは「協調」と「裏切り」という 2行
動を持つ．両者が「協調」することが互いに望ましい
が，相手の行動に係わらず「裏切り」を選択する方が
利得が大きいため，両者とも「裏切り」を選択するこ
とがナッシュ均衡となる．

Q学習は，エージェントが Q関数を元に行動を選択
し，得られた報酬から Q関数を更新することで学習す
る．従って，通常の Q学習エージェント同士で囚人の
ジレンマゲームを行う際にも，「裏切り」の応酬になる
ことが予想される．しかし，Q学習を行う際には，局
所最適に陥らないようにするために行動選択を確率的
に行うことが多い．従って，通常の Q学習エージェン
ト同士でも，（ごく小さい）確率で両者が「協調」を選
択することがあり得る．そのような協調関係は単発に
終わることが予想されるが，仮に，それにより「協調」
の Q 関数が「裏切り」のものに対して大きくなれば，
「協調」が選択されやすくなり，結果として協調関係が
維持されるだろう．すなわち，Q学習エージェントに
よる囚人のジレンマゲームにおける恒常的な協調関係
の実現には，1回の行動および報酬が Q関数の更新に
及ぼす影響（学習率）が大きな鍵を握っている．
そこで，本稿では，Q学習エージェントが囚人のジ

レンマゲームにおいて協調関係を維持するための条件
について考察する．具体的には，学習率が所与の時に，
「協調」の Q関数が「裏切り」のものよりも大きくな
る協調関係の回数についての定理を導出する．さらに，
筆者はこれまで，エージェントが内部で独自の自己評
価（以後効用と呼ぶ）を生成して用いる強化学習によ
†大阪大学産業科学研究所

り，繰り返し囚人のジレンマゲームではナッシュ均衡
に反して「協調」を，それ以外のゲームではナッシュ
均衡に相当する行動を学習するエージェントを提案し
て来た [5]．その観点から，1回の両者の「協調」で協
調関係が維持可能となるための効用生成法を提示する．
本稿は 4節から成る．2節では準備として囚人のジ

レンマゲームおよび Q学習を説明する．3節で囚人の
ジレンマゲームにおける Q学習エージェントが協調関
係を維持する条件について考察し，4節でまとめと今
後の課題を述べる．

2. 準備

2.1. 囚人のジレンマゲーム

囚人のジレンマゲーム [1, 6]は，2人 2行動ゲームの
1種であり，表 1のような利得表と呼ばれる表形式で表
記されることが多い．2人のプレイヤー Aと Bはそれ
ぞれCと Dと呼ばれる 2種の行動を持ち，プレイヤー
Aは行から，Bは列から行動を同時に選択する．両者
はその行動の組合せから表 1の利得 T,R, P, S ∈ Rを得
る．但し左側がプレイヤー A，右側がプレイヤー Bの
利得である．例えば，Aが D，BがCを選択した場合，
Aは利得 T を，Bは利得 S を獲得する．以下では Xを
プレイヤー Aの行動，Y をプレイヤー Bの行動とした
時に，行動組合せを (X,Y)で表現する．
囚人のジレンマゲームとは，利得 T,R, P, S 間に以下

の関係を持つゲームのことである．

T > R > P > S and 2R > T + S .

この条件により，両プレイヤーはどちらも相手の行動
にかかわらず行動 Dを選択する方が利得が大きくなる．
すると，結果として現れる行動組合せは (D,D)となり，
両者とも Pの利得を得る．しかし，仮に (C,C)が実現
できたとしたら，両者はそれぞれ Rの利得を得ること
となるため，こちらの方が望ましい．このように，個々
が合理的に行動することで結果として良くない結果を
もたらすため，このゲームはジレンマと呼ばれる．

2.2. Q学習

Q学習 [8]におけるエージェントは，離散時間 tにお
ける現在の状態 st ∈ Sを知覚し，行動 at ∈ A(st)を選択
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表 1 囚人のジレンマゲーム

A \ B C D

C R,R S ,T

D T, S P, P

する．Sは環境の可能な状態の集合を，A(st)は状態 st

における可能な行動の集合を表す．行動選択後に，エー
ジェントは報酬 rt+1 ∈ Rを受け取り，新しい状態 st+1を
知覚する．これらの情報を元に，Q学習は行動価値関
数 Qt(s, a)を (1)式により更新する．状態 sにおける行
動 aの方策 πの下での行動価値とは，行動 aの後に方
策 πに従った時に，割引率 0 < γ < 1により割り引かれ
た将来の報酬の和の期待値，すなわち E

(∑∞
k=0 γ

krt+1+k

)
のことをいう．

Qt+1(s, a) =

 Qt(st, at) + α δt if (s, a) = (st, at),

Qt(s, a) otherwise.
(1)

上記で 0 < α ≤ 1は学習率と呼ばれるパラメータであ
り，δt は Qt(st, at)と最適方策における (st, at)の真の価
値の差（TD誤差）である．

δt
4
= rt+1+ γ max

a∈A(st+1)
Qt(st+1, a)−Qt(st, at).

(2)

エージェントが全ての状態への訪問と全ての行動の選
択を無限回繰り返し，学習率 αを適切に減少させるこ
とにより，環境がマルコフ性を持つならば，全ての sと
aについて Qt(s, a)が最適方策における行動価値に収束
することが証明されている [8]．
最適方策における真の行動価値関数 Q∗ が既知なら

ば，状態 sにおける最適方策として行動 a∗を以下のよ
うに Q∗ から導くことが出来る．

a∗ = arg max
a′∈A(s)

Q∗(s, a′). (3)

ところが，もしエージェントが学習中にこのように選
択を行うならば，エージェントが訪れない状態や選択
しない行動が現れるかもしれないため，Qt が局所最適
となる可能性がある．これを避けるために，通常はソ
フトマックス法 [7]のような確率的手法を用いて行動
選択を行う．ソフトマックス法は，行動 a ∈ A(st)の選
択確率 pst

a を

pst
a
4
=

exp(Qt(st, a)/T )∑
a′∈A(st) exp(Qt(st, a′)/T )

(4)

により決定する．ここで，T > 0は温度と呼ばれるパ
ラメータで，行動選択のランダム性を制御する．

3. 囚人のジレンマゲームにおけるQ学習に
よる協調の維持

以下では，利得表を知らない 2台の Q学習エージェ
ントが，囚人のジレンマゲームを繰り返し行う場合を考
える．この時，協調関係 (C,C)を続けさせるためには，

• 協調関係を起こさせ，

• 協調関係を維持させる

ことが必要である．本稿では，前者の実現は偶然に委
ねることとし，後者，すなわち Q学習エージェントが
協調関係を維持するための条件について考察する．
以下では表 1のプレイヤー Aについて考える．表 1

は対称なため，プレイヤー Bについても同様に成り立
つ．また，行動組合せ (X, Y)におけるプレイヤー Aの
利得を rxy と表記する．すなわち，rcc ≡ R，rcd ≡ S，
rdc ≡ T，rdd ≡ Pである．本稿で扱う Q学習では状態
変数を考慮しない．従って，以下では関数 Qの引数は
行動のみとなる．学習率 α，割引率 γをいずれも定数
とし，0 < α < 1，0 < γ < 1とする．
まず，行動価値関数 Qの基本的な性質を 2つの補題

で示す．

補題 1 行動 X ∈ {C,D}の初期 Q値を Q0(X)とし，行
動 Xにより得られる利得の最小値を rxとする．この時，
ある時刻 tまでに n回 X を選択した時の Qt(X)は以下
の式を満たす．

Qt(X) ≥ (1−α+αγ)nQ0(X)+
rx

1 − γ
{
1−(1−α+αγ)n

}
. (5)

［証明］ X を n 回目に選択した時刻を f (n) とし，
f (0) = 0とすると，

Qt(X)≥ (1 − α)Q f (n−1)(X) + α(rx + γQ f (n−1)(X))

= (1 − α + αγ)Q f (n−1)(X) + αrx

≥ (1 − α + αγ)2Q f (n−2)(X) + αrx

{
(1 − α + αγ) + 1

}
≥ ...
≥ (1 − α + αγ)nQ0(X) +

rx

1 − γ
{
1 − (1 − α + αγ)n

}

補題 2 時刻 t以降に (X,Y)が連続すると仮定する．但
し X,Y ∈ {C,D}である．Z ∈ {C,D} − {X}とする．この
時，Qt+k(X) ≥ Qt+k(Z) for k = 0, 1, 2, ...ならば，

lim
k→∞

Qt+k(X) =
rxy

1 − γ . (6)

Qt+k(Z) > Qt+k(X) for k = 0, 1, 2, ...ならば，

lim
k→∞

Qt+k(X) = rxy + γQt(Z). (7)
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［証明］ 上の条件では，

Qt+k(X) = (1 − α)Qt+k−1(X) + α(rxy + γQt+k−1(X))

= (1 − α + αγ)Qt+k−1(X) + αrxy

= (1 − α + αγ)2Qt+k−2(X) + αrxy

{
(1 − α + αγ) + 1

}
= ...

= (1 − α + αγ)kQt(X) +
rxy

1 − γ
{
1 − (1 − α + αγ)k

}
→

rxy

1 − γ (k → ∞).

Qt+k(Z) = Qt(Z) for k = 0, 1, 2, ...であることに注意す
ると，下の条件では，

Qt+k(X) = (1 − α)Qt+k−1(X) + α(rxy + γQt(Z))

= (1 − α)2Qt+k−2(X) + α(rxy + γQt(Z))
{
(1 − α) + 1

}
= ...

= (1 − α)kQt(X) + (1 − (1 − α)k)(rxy + γQt(Z))

→ rxy + γQt(Z) (k → ∞).

この 2つの補題を用いると，囚人のジレンマゲーム
において，行動選択が決定的な場合にも，極端な場合
を除いて，行動組合せが (C,D)に収束しないことを示
すことが出来る．

定理 1 囚人のジレンマゲームにおいて，行動 Dの初
期 Q 値を Q0(D) とする．行動選択が決定的，すなわ
ち (3) 式であったとしても，(1 − γ)Q0(D) ≥ rdd の時，
(C,D)に収束することは無い．(1− γ)Q0(D) < rdd の時，
η ≡ (rdd − rcd)/(rdd − (1 − γ)Q0(D))とすると，Dを少な
くとも blog η/ log(1−α+αγ)c+1回実行していれば，同
様に (C,D)に収束することは無い．

［証明］ この条件の下で (C,D)に収束するとする．こ
の時，ある時刻 t以降 C を連続して選択，すなわち任
意の k > 0で Qt+k(C) > Qt+k(D)が成立している．補題
2より k → ∞で Qt+k(C)→ rcd/(1 − γ)となる．
一方，rdc > rdd より，時刻 tまでに d回 Dを選択し

ている時の Q値は，補題 1より以下を満たす．

Qt+k(D) = Qt(D)

≥ (1 − α + αγ)dQ0(D) +
rdd

1 − γ
{
1 − (1 − α + αγ)d

}
.

従って，k → ∞で，

Qt+k(D) − Qt+k(C)

≥ 1
1 − γ

{(
(1 − γ)Q0(D) − rdd

)
(1 − α + αγ)d + rdd − rcd

}
となる．

(i) (1−γ)Q0(D)−rdd ≥ 0の時，1−γ > 0，1−α+αγ > 0，
rdd > rcd より，常に右辺 > 0が成り立つ．

(ii) (1 − γ)Q0(D) − rdd < 0の時，

右辺 =
rdd − (1 − γ)Q0(D)

1 − γ (η − (1 − α + αγ)d)

となり，d > log η/ log(1−α+αγ)より，η > (1−α+
αγ)d が成り立つ．従って，右辺 > 0が成り立つ．

(i) (ii)より，k → ∞で Qt+k(D) > Qt+k(C)となるが，
これは仮定に反する．

定理 1より，囚人のジレンマゲームにおいてQ学習プ
レイヤー同士の対戦を考える場合，ある特定の場合を除
けば，行動選択がQ値に対して決定的であっても (C,D)
または (D,C)に収束することはない．例えば，Axelrod
による囚人のジレンマゲームトーナメント [1]で用い
られた利得表，rcc = 3，rcd = 0，rdc = 5，rdd = 1で
Q0(D) = 0の場合，η = 1となり，Dを 1回以上実行し
ていれば定理を満たす．従って，以下では Q(D)として
(D,D)が続いた時のものを扱い，それを Q(C)が上回る
ためには何回 (C,C)が連続すれば良いかを考える．

定理 2 Qt(D) = rdd/(1− γ)，Qt(C) = rcd + γrdd/(1− γ)，
Qt(D) > Qt(C)と仮定する．時刻 t+1から t+kまで (C,C)
が連続する場合を考える．この時，Qt+k(C) ≥ Qt+k(D) =
Qt(D)となる kの条件は，

k ≥ 1
log(1 − α)

log
rcc − rdd

rcc − rcd
(8)

である．

［証明］ k > 0を Qt+k(C) ≥ Qt+k(D)を満たす最小の
整数とする．Qt+i(D) > Qt+i(C) for i = 0, 1, 2, ..., k − 1と
補題 2の証明から，

Qt+k(C) = (1 − α)kQt(C) + (1 − (1 − α)k)(rcc + γQt(D))

である．Qt+k(C) ≥ Qt+k(D) = Qt(D)から，

(1 − α)k{Qt(C) − rcc − γQt(D)} ≥ (1 − γ)Qt(D) − rcc

となる．Qt(C)と Qt(D)を代入すると，

(1 − α)k(rcd − rcc) ≥ rdd − rcc (9)

から，

k ≥ 1
log(1 − α)

log
rcc − rdd

rcc − rcd

が導ける．

定理 2は，Qt(D)が (D,D)に，Qt(C)が (C,D)に収束
する場合の理想値を持つとした時に，Q(C)が Q(D)を
上回るために必要となる (C,C)の連続回数を示してい
る．逆に言うと，ある時に (C,C)が起こったら，それ
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を k回以上連続して繰り返すことにより，Q(C)がQ(D)
を上回り，結果として (C,C)の選択確率が上がること
が期待される．定理 1の場合と同様に Axelrodの利得
表を適用すると，α = 0.1で k ≥ 4，α > 1/3で k < 1と
なる．
さらに，利得と効用（自己評価）の関係という視点

からは，以下の系が導かれる．

系 定理 2と同条件で，時刻 t+1に (C,C)となった時，
利得 rcc に r を加算することにより Qt+1(C) ≥ Qt+1(D)
となる rの条件は，

r ≥ rdd − (αrcc + (1 − α)rcd)
α

(10)

である．

［証明］ (9)式の k ← 1，rcc ← rcc + rとした

(1 − α)(rcd − rcc − r) ≥ rdd − rcc − r

より導ける．

同様に Axelrod の利得表を適用すると，α = 0.1 で
r ≥ 7，α > 1/3で r < 0となる．

4. まとめ

本稿では，Q学習エージェントが行う囚人のジレン
マゲームにおいて，(C,C)が実現された後に，Q(C)が
Q(D)を上回るために必要な (C,C)の連続回数，あるい
はそのための効用（自己評価）の設計についての条件
を導出した．
今後の課題としては，現在は偶然に頼っている，最

初の協調関係を実現するための条件の導出が挙げられ
る．さらに，今回導出された条件では Q(C)が Q(D)を
上回るということしか言えない．行動選択が決定的で
ない場合には，Q(C) > Q(D)であっても Dが選択され
得るため，必ずしも以後 (C,C)が連続するとは言えず，
そのように偶然 Dが選択された後に再び (C,C)を続け
ることが出来るかどうかといった安定性の議論が残さ
れている．また，Qt(C)および Qt(D)がそれぞれ (C,D)
や (D,D)に収束した時の値を持つという理想的状況に
おける条件でもあるため，実際にエージェントに定理
2およびその系を適用し，実験的検証をすることも必
要である．
ところで，エージェントに自律性を仮定すると，実

際に定理 2およびその系を適用する際には，エージェ
ントは自分が 2人 2行動ゲームに参加しているという
ことの他に，

• 現在のゲームが囚人のジレンマゲームであること，

• 今回自分が選択した行動がC,Dのどちらに相当す
るか，

• 今回獲得した利得が利得表（表 1）のどこに当た
るか，

• 自分がCを選択した時の行動組合せが (C,C)であ
るか否か，

を知らなくてはならない．ゲーム理論の研究では通常，
利得表がプレイヤーに与えられ，プレイヤーはそこか
らこれらを知ることが可能なため，この問題点は回避
されている．もし，エージェントが相手の取った行動
を知覚できるのならば，利得と行動組合せから自分の
利得表を再構成することにより，近似的にでも知るこ
とが出来るかもしれない．しかし，Q(C)が Q(D)より
も大きくなる理由は，Dのもたらす利得が忘れられて
いくという点にあるため，利得表を知ることによって，
協調関係の維持が困難になることも予想される．従っ
て，エージェントが利得表を再構成することなく，上
記の点を知ることが出来るかという大きな問いが残さ
れている．
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