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概要
本研究では，二人零和ゲームにおける Follow the Regularized

Leader (FTRL)ダイナミクスに，突然変異のアイデアを取り入
れた，Mutant FTRL (M-FTRL)を提案・解析する．FTRLとそ
の様々な改良版は毎期の戦略を時間で平均することで，ナッ
シュ均衡に収束することが知られているが，それらのほとんど
がナッシュ均衡点の周回軌道に収束してしまい，ナッシュ均衡
点に直接収束すること（終極反復収束, last-iterate convergence）
を保証できない．これに対して，本研究で提案する M-FTRL
は各期で行動を取る確率を摂動させることで，終極反復収束を
実現する．具体的には，M-FTRL の連続時間ダイナミクスが
突然変異付きレプリケータダイナミクス (Replicator-Mutator
Dyanmics, RMD) と等価になることを示し，M-FTRL が近似
ナッシュ均衡である RMDの定常点に収束することを示した．
さらに，近似でないナッシュ均衡への終極反復収束を保証す
るダイナミクスを構成することに成功した．

1 はじめに
本研究では，二人零和ゲームにおける均衡を学習アルゴ
リズムで計算する問題に注目する．2 人零和ゲームの均衡を
見つけるには，minx maxy f (x, y) で表されるミニマックス最
適化（または鞍点最適化）を解かなければならない．マルチ
エージェント強化学習 [6]や Generative Adversarial Networks
(GANs) [11] などの成功からミニマックス最適化の近似解を
効率的に計算するアルゴリズムの開発に大きな関心が寄せら
れている [5, 9]．
後悔最小化学習において，戦略の組を二人零和ゲームの
ナッシュ均衡に収束させることを目指した研究は多い [3, 24,
8]．しかし、よく知られている Follow the Regularized Leader
(FTRL)のような後悔最小化学習でも，その戦略を時間平均し
ないと循環して収束しない [20, 2]．FTRL は正則化項にエン
トロピーを設定したとき，進化ゲームでよく知られているレプ
リケータダイナミクスと力学的に同相になる．図 1aに Biased
Rock-Paper-Scissors というグーで勝つとうれしいじゃんけん
のゲーム (表 1)のダイナミクスを示す．ここでは赤い点で示
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表 1: Biased Rock-Paper-Scissors game

R P S

R 0 −0.1 0.3
P 0.1 0 −0.1
S −0.3 0.1 0

したナッシュ均衡を中心にした周回軌道を取ることがみてと
れる．楽観的 FTRL (Oppotunistic FTRL, O-FTRL) は数少な
い例外であり，更新されていく戦略の軌跡がサイクルを形成す
ることなく直接均衡に収束する [9, 10, 19, 23, 17]．このよう
な収束特性のことをの終極反復収束 (last-iterate convergence)
と呼ぶ．O-FTRL はこの優れた性質をもつが，一般に用いら
れるエントロピー正則化項を用いた場合，具体的な収束レー
トを出すためには与えられたゲームの均衡が一意に定まらな
ければならないと言った仮定を置く必要がある [10, 23]．
これに対して本研究では，FTRLに，突然変異のアイデアを
取り入れた，Mutant FTRL (M-FTRL)を提案・解析する．M-
FTRLは各期で行動を取る確率を摂動させることで，終極反復
収束を実現する．具体的には，M-FTRL の連続時間ダイナミ
クスが，その正則化項をエントロピーにしたとき，突然変異付
きレプリケータダイナミクス (Replicator-Mutator Dyanmics,
RMD)と等価になることを示し，M-FTRLが近似ナッシュ均
衡である RMD のの定常点に収束することを示した．直感的
には図 1 に示した通り，均衡点を中心とした周回軌道に陥ら
ずに，近似ナッシュ均衡である RMDの定常点に収束する．さ
らに，M-FTRL の基準戦略 (reference strategy) 項を適宜更新
することで，近似でないナッシュ均衡への終極反復収束を保
証することに成功した．

2 問題設定
二人標準形零和ゲームでは，プレイヤ i ∈ {1, 2} (相手プレイ
ヤは −i) は有限行動集合 A から行動 ai を混合戦略 πi ∈ ∆(Ai)
に従い決定する．その行動の組を a = (a1, a2) ∈ A = (A1×A2)，
戦略の組を π = (π1, π2) とする．プレイヤ i の利得は ui ∈
[−umax, umax]A1×A2 で与えられ，u1(a) = −u2(a)を満たす．πが
与えられたとき，プレイヤ iの期待利得を vπi = Ea∼π [ui(a1, a2)]
とする．さらに，行動 ai を取った時の期待利得を qπi (ai) =
Ea−i∼π−i [ui(ai, a−i)] とする．ナッシュ均衡とは，片方のプレイ
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ヤがその戦略から逸脱しても，利得を改善することのできな
い戦略の組である．二人零和標準形ゲームで, ナッシュ均衡
π∗ = (π∗1, π

∗
2)は次の条件を満たす: ∀π1 ∈ ∆(A1),∀π2 ∈ ∆(A2),

vπ
∗
1,π2

1 ≥ vπ
∗
1,π
∗
2

1 ≥ vπ1,π
∗
2

1 .

また，以下の不等式を満たす戦略の組を ϵナッシュ均衡 (π1, π2)
と呼ぶ:

max
π̃1∈∆(A1)

vπ̃1,π2
1 + max

π̃2∈∆(A2)
vπ1,π̃2

2 ≤ ϵ.

二人零和ゲームで，戦略の組 π がどれだけナッシュ均衡
π∗ に近いかを図る指標が Exploitability である [15, 1]. Ex-
ploitabilityは exploit(π) := maxπ̃1∈∆(A1) vπ̃1,π2

1 +maxπ̃2∈∆(A2) vπ1,π̃2
2

と定義される [15, 14, 18, 22, 1]．定義より，ナッシュ均衡 π∗

の Exploitabilityは 0である.
本研究では，時刻 t = 1, .., T においてプレイヤが繰り返して

ゲームすることを考える．ある時刻 tでプレイヤ iは過去の観
測をもとに (混合)戦略 πt

i ∈ ∆(Ai)を決める．次に，プレイヤ i

は利得を観測するが，そこには様々な設定が考えられている．
本研究では，完全フィードバックと部分フィードバックを扱
う．完全フィードバックの下では，時刻 tの終わりにプレイヤ
i は各行動に対する期待利得 (qπ

t

i (ai))ai∈Ai を観測する．一方，
部分フィードバックの下では,各プレイヤ iは πt

i に従って，行
動 at

i を選択し，実現利得 ui(at
1, a

t
2)のみを観測する.

FTRL はゲームの学習で広く用いられる学習アルゴリズム
である．FTRLは時刻 tの戦略 πt

i を次のように決定する:

πt
i = arg max

p∈∆(Ai)

{〈
yt

i, p
〉
− ψi(p)

}
,

yt
i(ai) =

t−1∑
s=1

qπ
s

i (ai)．

ここで正則化項 ψi : ∆(Ai) → Rは連続微分可能で狭義凸な関
数である．
∆(Ai)の内点を ∆◦(Ai) := {p ∈ ∆(Ai) | ∀ai ∈ Ai, p(ai) > 0}と

定義する．また，連続微分可能な狭義凸関数 ψにおいて，Breg-

man divergence を Dψ(x, x′) = ψ(x) − ψ(x′) − ⟨∇ψ(x′), x − x′⟩
と定義する．Kullback-Leibler divergence は，エントロピー
正則化項 ψ(x) =

∑
i xi ln xi を持つ Bregman divergence で，

KL(x, x′) =
∑

i xi ln xi
x′i
で示される．さらに，Bregman diver-

gences の和と Kullback-Leibler divergences の和をそれぞれ
Dψ(π, π′) =

∑2
i=1 Dψi (πi, π

′
i)， KL(π, π′) =

∑2
i=1 KL(πi, π

′
i) と定

義する．

3 Mutant Follow the Regularized Leader

M-FTRLは完全フィードバックの下で，戦略 xt は次のよう
に決定する：

πt
i = arg max

p∈∆(Ai)

η
〈 t−1∑

s=1

qµ,ti , p
〉
− ψi(p)

 , (1)

qµ,si (ai) = qπ
s

i (ai) +
µ

πs
i (ai)

(
ci(ai) − πs

i (ai)
)
. (2)

ここで η ∈ R>0 は学習率, µ ∈ R>0 は突然変異圧, ci ∈ ∆(Ai) ∩
R|Ai |
>0 は参照戦略とする．
図 1a は，Biased Rock-Paper-Scissors における FTRL と等
価な RDの学習推移であり，均衡解の周回軌道に陥ってしまっ
ていることがわかる．しかし，FTRLでも時間平均をとること
で均衡解に収束する [12]．図 1bから図 1dに示すように，戦
略 πt

i を式 1に従って更新すると，ダイナミクスはゲームの均
衡とは違う場所に収束する．この定常点は 2µナッシュ均衡で
あり，その定常点は (c1, c2)がナッシュ均衡でない限り，ゲー
ムのナッシュ均衡とは異なる．そのため，学習戦略をゲーム
のナッシュ均衡に収束させるためには，適応的に参照戦略を
更新する必要がある．具体的には，時刻 N(≤ T ) 毎に ci を πt

i

に上書きする [21].
部分フィードバックの下では, 各プレイヤ i は qµ,ti =(

qπ
t

i (ai) +
µ

πt
i(ai)

(
ci(ai) − πt

i(ai)
))

ai∈Ai

を実現利得 ui(at) から推定
する必要がある．そこで重点サンプリング [13]を用いて q̂µ,ti (·)
を推定する:

q̂µ,ti (ai) =
ui(at

1, a
t
2)

πt
i(a

t
i)

1[ai = at
i] +

µ

πt
i(ai)

(
ci(ai) − πt

i(ai)
)
. (3)

ここで，q̂µ,ti は qµ,ti の不偏推定量である. 部分フィードバック
の下では,式 1において，qµ,ti の代わりに q̂µ,ti を用いる.

4 理論解析
本節では，RMD の定常点との理論的関係性を明らかにす
る．解析のために，離散時間のM-FTRLの代わりに，連続時
間におけるM-FTRLのダイナミクスを考える:

πt
i = arg max

p∈∆(Ai)

{〈
zt

i, p
〉
− ψi(p)

}
, (4)

zt
i(ai) =

∫ t

0

(
qπ

s

i (ai) +
µ

πs
i (ai)

(
ci(ai) − πs

i (ai)
))

ds. (5)

まず，このダイナミクスが RMD [4]の一般化であることを
示す．次の定理は正則化関数をエントロピー正則化，つまり
ψi(p) =

∑
ai∈Ai

p(ai) ln p(ai) に限定したとき，M-FTRL のダイ
ナミクスから RMDが導かれることを示す．

定理 1. エントロピー正則化項 ψi(p) =
∑

ai∈Ai
p(ai) ln p(ai) と

するM-FTRLのダイナミクスは

d
dt
πt

i(ai) =πt
i(ai)

(
qπ

t

i (ai) − ⟨πt
i, q

πt

i ⟩
)
+ µ

(
ci(ai) − πt

i(ai)
)
.

(RMD)

と等しくなる．

証明. πt
i をソフトマックス関数で表すと，

πt
i(ai) =

exp
(
zt

i(ai)
)

∑
a′i∈Ai

exp
(
zt

i(a
′
i)
) .
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(a) RD (b) RMD (µ = 0.01) (c) RMD (µ = 0.1) (d) RMD (µ = 1.0)

図 1: Biased Rock-Paper-Scissorsにおける RDと RMDの学習のダイナミクス (赤点はナッシュ均衡点)．

πt
i(ai)を時間 tで微分すると，

d
dt
πt

i(ai) =
d
dt exp

(
zt

i(ai)
)

∑
a′i∈Ai

exp
(
zt

i(a
′
i)
) − exp

(
zt

i(ai)
)

d
dt

(∑
a′i∈Ai

exp
(
zt

i(a
′
i)
))

(∑
a′i∈Ai

exp
(
zt

i(a
′
i)
))2

=πt
i(ai)

d
dt

zt
i(ai) − πt

i(ai)

(∑
a′i∈Ai

exp
(
zt

i(a
′
i)
)

d
dt z

t
i(a
′
i)
)

∑
a′i∈Ai

exp
(
zt

i(a
′
i)
)

=πt
i(ai)

d
dt

zt
i(ai) − πt

i(ai)
∑
a′i∈Ai

πt
i(a
′
i)

d
dt

zt
i(a
′
i). (6)

式 5の時間微分 d
dt z

t
i(ai)を式 6に代入し，

d
dt
πt

i(ai) =πt
i(ai)

(
qπ

t

i (ai) +
µ

πt
i(ai)

(
ci(ai) − πt

i(ai)
))

− πt
i(ai)

∑
a′i∈Ai

πt
i(a
′
i)

(
qπ

t

i (a′i) +
µ

πt
i(a
′
i)

(
ci(a′i) − πt

i(a
′
i)
))

=πt
i(a)

(
qπ

t

i (ai) − ⟨πt
i, q

πt

i ⟩
)
+ µ

(
ci(ai) − πt

i(ai)
)
.

を得る．この式変形には，任意の πi ∈ ∆(Ai) について
，∑a′i∈Ai

πi(a′i) = 1 であることを用いている．以上より，M-
FTRLのダイナミクスは RMDと等しいことが示された． □

次に，RMD の定常点と任意の時刻 t における M-FTRL
の戦略 との関係を明らかにする．なお，文献 [4] の補題
3.3 より, 任意の µ ∈ R>0 に対して，RMD の定常点 πµ ∈∏2

i=1

(
∆(Ai) ∩ R|Ai |

>0

)
が存在する．これにより，πµと πt の Breg-

man divergence Dψ(x, x′) = ψ(x) − ψ(x′) − ⟨∇ψ(x′), x − x′⟩の時
間微分を得る．

定理 2. 突然変異圧を µ とし，プレイヤ i ∈ {1, 2} に関し
て RMDの定常点を πµ = (πµ1, π

µ
2) ∈ Πi∈{1,2}∆(Ai)とする．さら

に M-FTRLにしたがって戦略を更新するときの t 期における
戦略の分布 πt = (πt

1, π
t
2) とする．このとき，２つの戦略分布

πµ と πt の間の Bregman divergenceは

d
dt

Dψ(πµ, πt) = −µ
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

ci(ai)


√
πt

i(ai)

π
µ
i (ai)

−

√
π
µ
i (ai)
πt

i(ai)


2

.

(7)

さ ら に ，正 則 化 項 ψi(p) が エ ン ト ロ ピ ー の 和∑
ai∈Ai

p(ai) ln p(ai)に従うとすると， πt は
d
dt

KL(πµ, πt) ≤ −µξKL(πµ, πt)． (8)

を満たす．ただし， ξ = mini∈{1,2},ai∈Ai
ci(ai)
π
µ
i (ai)
とする．

定理 2 を証明する前に 2 つの補題について述べる．これら
の証明は付録に示した．

補題 1. すべての π ∈ ∆(A1)×∆(A2)について，M-FTRLによっ
て更新される πt は以下の式を満たす: d

dt Dψ(π, πt) =

2∑
i=1

∑
a∈A

πt
i(ai)π−i(a−i)ui(a) + 2µ − µ

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

ci(ai)
πi(ai)
πt

i(ai)
. (9)

次の補題では，任意の π′i ∈ ∆(Ai)について，期待利得 vπ
µ と

vπ
′
i ,π

µ
−i の間の関係を導出する．

補題 2. すべての i ∈ {1, 2}について， RMDの定常点を π
µ
i ∈

∆(Ai)とすると，任意の π′i ∈ ∆(Ai)で:
∑

a∈A π
′
i(ai)π

µ
−i(a−i)ui(a) =∑

a∈A
π
µ
i (ai)π

µ
−i(a−i)ui(a) + µ − µ

∑
ai∈Ai

ci(ai)
π′i(ai)

π
µ
i (ai)

(10)

が成り立つ．

この補題は π
µ
i ∈ ∆(Ai)が RMDの定常点となっている，つ

まり， π
µ
i (ai)

(
qπ

µ

i (ai) − ⟨πµi , qπ
µ

i ⟩
)
+ µ

(
ci(ai) − πµi (ai)

)
= 0 を満

たすことを意味している．では，定理 2を証明していく．

証明. 補題 1 および 2 より，２つの戦略分布 πµ と πt の間の
Bregman divergenceの時間微分は， d

dt Dψ(πµ, πt) =

2∑
i=1

∑
a∈A

πt
i(ai)π

µ
−i(a−i)ui(a) + 2µ − µ

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

ci(ai)
π
µ
i (ai)
πt

i(ai)
(11)

=

2∑
i=1

∑
a∈A

π
µ
i (ai)π

µ
−i(a−i)ui(a) + 4µ − µ

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

ci(ai)
(
πt

i(ai)

π
µ
i (ai)

+
π
µ
i (ai)
πt

i(ai)

)
(12)

= − µ
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

ci(ai)


√
πt

i(ai)

π
µ
i (ai)

−

√
π
µ
i (ai)
πt

i(ai)


2

(13)
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と変形できる．ここで式 12から式 13を得るには，

2∑
i=1

∑
a∈A

π
µ
i (ai)π

µ
−i(a−i)ui(a) =

2∑
i=1

vπ
µ

i = 0

を用いる．以上より，定理 2の式 7が証明された．
次に，定理 2の式 8を証明する．ξi = minai∈Ai

ci(ai)
π
µ
i (ai)
と定義

する．式 7より，

d
dt

Dψ(πµ, πt) = −µ
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

ci(ai)
(
πt

i(ai)

π
µ
i (ai)

+
π
µ
i (ai)
πt

i(ai)
− 2

)

≤ −µ
2∑

i=1

ξi

∑
ai∈Ai

(πt
i(ai) − πµi (ai))2

πt
i(ai)

≤ −µ
2∑

i=1

ξi

∑
ai∈Ai

π
µ
i (ai) ln

(
π
µ
i (ai)
πt

i(ai)

)

2つ目の式から 3つ目の式は凹関数 ln(·)の性質とイェンセン
の不等式を用いた．
また， ψi(p) =

∑
ai∈Ai

p(ai) ln p(ai) ならば， KL(πµi , π
t
i) =∑

ai∈Ai
π
µ
i (ai) ln

(
π
µ
i (ai)
πt

i(ai)

)
であることから，

d
dt

KL(πµ, πt) ≤ −µξKL(πµ, πt). (14)

以上より，定理 2の式 8が証明された． □

定理 2で示したのは，もし定常点 πµ と t期における戦略 πt

が等しければ，それらの Bregman divergenceの時間微分がゼ
ロになり，等しくなければ必ず負になることである．よって，
リアプノフ安定論 [16]より，定常点 πµ と戦略 πt の Bregman
divergenceは 0に漸近的に収束，すなわち πt は πµ に漸近的に
収束する．なお，定理 2は RMDのすべての定常点に対して
成り立つので，ある µと (ci)2

i=1 に対して，定常点が一意に定
まることがわかる．
次の系では，正則化項をエントロピーにしたときの収束速

度を示す．

系 1. 正則化項をエントロピー ψi(p) =
∑

ai∈Ai
p(ai) ln p(ai) と

仮定する．このとき，M-FTRLは RMDの定常点に指数速度
で収束する．

KL(πµ, πt) ≤ KL(πµ, π0) exp (−µξt) .

証明. 定理 2の式 8から， d
dt KL(πµ, πt) ≤ −µξKL(πµ, πt)．両辺

を KL(πµ, πt) で割ることにより， 1
KL(πµ,πt)

d
dt KL(πµ, πt) ≤ −µξ．

両辺を tで積分して指数をとると，

KL(πµ, πt) ≤ KL(πµ, π0) exp (−µξt)．

ただし，積分定数 C は KL(πµ, π0) = exp(C)を満たす． □

この系 1および文献 [4]の補題 3.5より，πt の Exploitability
の上界を導出する．

定理 3. 正則化項をエントロピー ψi(p) =
∑

ai∈Ai
p(ai) ln p(ai)

と仮定する．このとき，Exploitabilityの上界は

exploit(πt) ≤ 2µ + 2umax

√
(ln 2)KL(πµ, π0) exp

(
−µξ

2
t
)

となる．

定理 3は， πt の Exploitabilityが 2µナッシュ均衡に指数速
度で収束することを示している．

証明. Exploitabilityの定義より，exploit(πt) =

2∑
i=1

max
π̃i∈∆(Ai)

vπ̃i,π
t
−i

i ≤
2∑

i=1

(
max
π̃i∈∆(Ai)

vπ̃i,π
µ
−i

i + max
π̃i∈∆(Ai)

(
vπ̃i,π

t
−i

i − vπ̃i,π
µ
−i

i

))

≤
2∑

i=1

(
max
π̃i∈∆(Ai)

vπ̃i,π
µ
−i

i +∥πµi − π
t
i∥1 max

π̃−i∈∆(A−i)
∥qπ

t
i ,π̃−i

i ∥∞
)

≤
2∑

i=1

(
max
π̃i∈∆(Ai)

vπ̃i,π
µ
−i

i + umax

√
2(ln 2)KL(πµi , π

t
i)
)
.

(15)

最後の不等式は文献 [7]の Lemma 11.6.1を用いて変形した．
文献 [4]の Lemma 3.5より， RMDの定常点 πµ は，すべて
の i ∈ {1, 2}と ai ∈ Ai について，qπ

µ

i (ai) − ⟨πt
i, q

πµ

i ⟩ ≤ µを満た
す．したがって， maxπ̃i∈∆(Ai) vπ̃i,π

µ
−i

i の和は以下の式でおさえる
ことができる:

∑2
i=1 maxπ̃i∈∆(Ai) vπ̃i,π

µ
−i

i =

2∑
i=1

(
max
π̃i∈∆(Ai)

vπ̃i,π
µ
−i

i − vπ
µ
i ,π

µ
−i

i

)
=

2∑
i=1

(
max
ai∈Ai

qπ
µ

i (ai) − ⟨πµi , q
πµ

i ⟩
)
≤ 2µ.

(16)

式 15および式 16より:

exploit(πt) ≤ 2µ + umax

2∑
i=1

√
2(ln 2)KL(πµi , π

t
i)

≤ 2µ + 2umax

√
(ln 2)KL(πµ, π0) exp

(
−µξ

2
t
)
.

1 つ目の式から 2 つ目の式は，すべての a, b > 0 について，
√

a +
√

b ≤
√

2(a + b)であることを用いた．また，2つ目の式
から 3つ目の式では，系 1の結果を用いた．以上のことから，
定理 3が証明された． □

ここまでM-FTRLのダイナミクスが RMDの定常点へ収束
することを証明した．次の定理 4では，M-FTRLのダイナミ
クスがナッシュ均衡へ収束することを示す．このために，任意
の i ∈ {1, 2}において，πc

i を参照戦略を cとしたときの (RMD)
の定常点とする．また， 参照戦略 c から定常点 πc への写像
F(c)を∏2

i=1 ∆
◦(Ai)→

∏2
i=1 ∆

◦(Ai)とする．

定理 4. 任意の c0 ∈ ∏2
i=1 ∆

◦(Ai) で始まる定常点の数列を
ck = F(ck−1) (k ≥ 1)で表す．このとき， {ck}k≥0 は与えられた
ゲームの（近似でない）ナッシュ均衡 π∗ に収束する．

定理 4 を証明する前に 2 つの補題について述べる．これら
の証明は付録に示した．
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補題 3. 任意の i ∈ {1, 2}において，参照戦略を cとした (RMD)
の定常点を πc

i とする．また， Π∗ をオリジナルゲームのナッ
シュ均衡の集合とする．このとき，c < Π∗ ならば:

min
π∗∈Π∗

KL(π∗, πc) < min
π∗∈Π∗

KL(π∗, c)．

さらに， c ∈ Π∗ ならば， πc = c ∈ Π∗ が成り立つ．

補題 4. 任意の i ∈ {1, 2} において， 参照戦略を c とした
(RMD) の定常点を πc

i とする．また， F(c) :
∏2

i=1 ∆
◦(Ai) →∏2

i=1 ∆
◦(Ai) を参照戦略 c から定常点 πc への写像とする．た

だし，F(·)は∏2
i=1 ∆

◦(Ai)上の連続関数である．

証明. 補題 3 より，π∗ ∈ Π∗ と ck の間の Kullback-Leibler
divergence は k が大きくなるにつれて単調減少する．ま
た， minπ∗∈Π∗ KL(π∗, ck) ≥ 0 であるから， minπ∗∈Π∗ KL(π∗, ck)
はある実数 b ≥ 0 に収束する. ここで， b = 0 である
ことを証明する．b > 0 と仮定する．ある b′ > 0 をお
き，Ωb′ := {c ∈ ∏2

i=1 ∆
◦(Ai) | minπ∗∈Π∗ KL(π∗, c) ≤ b′} と

Ω̄b′ := {c ∈ ∏2
i=1 ∆

◦(Ai) | minπ∗∈Π∗ KL(π∗, c) < b′} を定義す
る．すべての b′ > 0 について， Ωb′ 有界な閉集合であり，
Ω̄b′ 有界な開集合である．ここで， B = minπ∗∈Π∗ KL(π∗, c0)
を定義する． b > 0 であるから，すべての k ≥ 0 について，
ck ∈ ΩB \ Ω̄b である．ゆえに， ΩB は有界な閉集合， Ω̄b は
有界な開集合， ΩB \ Ω̄b は有界な閉集合である．したがって，
ΩB \ Ω̄b はコンパクトである．
こ こ で ，補 題 4 よ り ， minπ∗∈Π∗ KL(π∗, F(c)) −

minπ∗∈Π∗ KL(π∗, c) は 連 続 関 数 で あ る ．コ ン パ ク ト 集
合上の連続関数は最大値を持つ，すなわち ∆ :=
maxc∈ΩB\Ω̄b

{minπ∗∈Π∗ KL(π∗, F(c)) −minπ∗∈Π∗ KL(π∗, c)} が存在
する．

b > 0であるから，すべての π∗ ∈ Π∗について，π∗ < ΩB \ Ω̄b

である，したがって，補題 3 より， ∆ < 0．これらのことか
ら，次の式が成り立つ．minπ∗∈Π∗ KL(π∗, ck) =

min
π∗∈Π∗

KL(π∗, c0) +
k−1∑
l=0

(
min
π∗∈Π∗

KL(π∗, cl+1) − min
π∗∈Π∗

KL(π∗, cl)
)

≤B +
k−1∑
l=0

∆ = B + k∆.

これは，k > B
−∆ のとき， minπ∗∈Π∗ KL(π∗, ck) < 0 となるが，

minπ∗∈Π∗ KL(π∗, c) ≥ 0 であることに矛盾する．したがって，
minπ∗∈Π∗ KL(π∗, ck)の列は 0に収束し， ck は Π∗ 内のある要素
に収束する． □

5 おわりに
本研究では，二人零和ゲームにおける学習アルゴリズムと

して，FTRLに突然変異項を導入した M-FTRLを提案し，そ
のナッシュ均衡への終極反復収束を証明した．M-FTRL のダ
イナミクスは正則化項にエントロピーを用いたとき RMD と
等価になり，その定常点に収束する．さらに，近似でないナッ

シュ均衡へ直接収束するようアルゴリズムを構成することに
成功し，その収束速度も示した．終極反復収束を保証する学
習ダイナミクスはほとんど知られておらず，本研究はその非
常に稀な一例を発見した．今後，突然変異のアイデアを利用
したアルゴリズムの拡張が進んでいくことが期待される．今
後の課題としては，M-FTRL を拡張し，展開型ゲームやマル
コフゲームといった複雑なゲームでの理論解析や計算機実験
などが挙げられる．
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付録 A 補題 1の証明
証明. すべての π ∈ ∆(A1) × ∆(A2)について，

Dψ(π, πt) =
2∑

i=1

(
ψi(πi) − ψi(πt

i) −
〈
∇ψi(πt

i), πi − πt
i

〉)
(17)

である．ψiの定義と，最適化問題 πt
i = arg max

p∈∆(Ai)

{〈
zt

i, p
〉
− ψi(p)

}
の第一必要条件から，ある λ ∈ Rが存在し，zt

i − ∇ψi(πt
i) = λ1.

したがって，
〈
zt

i, πi − πt
i

〉
=

〈
λ1 + ∇ψi(πt

i), πi − πt
i

〉
=

⟨λ1, πi⟩ −
〈
λ1, πt

i

〉
+

〈
∇ψi(πt

i), πi − πt
i

〉
=

〈
∇ψi(πt

i), πi − πt
i

〉
(18)

最後の式は任意の πi ∈ ∆(A1)について，∑
πi(ai) = 1である

ことを用いている．式 17に式 18を代入することで:

Dψ(π, πt) =
2∑

i=1

(
ψi(πi) − ψi(πt

i) −
〈
zt

i, πi − πt
i

〉)
=

2∑
i=1

(
max

p∈∆(Ai)

{〈
zt

i, p
〉
− ψi(p)

}
− ⟨zt

i, πi⟩ + ψi(πi)
)
.

(19)

ψ∗i (zi) = maxp∈∆(Ai) {⟨zi, p⟩ − ψi(p)} と定義すると，Dψ(π, πt)
の時間微分は，以下のように書ける: d

dt Dψ(π, πt) =

2∑
i=1

d
dt

(
max

p∈∆(Ai)

{〈
zt

i, p
〉
− ψi(p)

}
− ⟨zt

i, πi⟩ + ψi(πi)
)

=

2∑
i=1

(〈
d
dt

zt
i,∇ψ∗i (zt

i)
〉
−

〈
d
dt

zt
i, πi

〉)
=

2∑
i=1

〈
d
dt

zt
i,∇ψ∗i (zt

i) − πi

〉
.

∇ψ∗i (zi)の定義と式 4より，∇ψ∗i (zi) = arg max
p∈∆(Ai)

{⟨zi, p⟩ − ψi(p)}

および， ∇ψ∗i (zt
i) = π

t
i である．よって， d

dt Dψ(π, πt)

=

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

(
qπ

t

i (ai) +
µ

πt
i(ai)

(
ci(ai) − πt

i(ai)
)) (

πt
i(ai) − πi(ai)

)
=

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

(
πt

i(ai) − πi(ai)
) ∑

a−i∈A−i

πt
−i(a−i)

(
ui(ai, a−i) + µ

ci(ai)
πt

i(ai)

)
,

この式変式には， d
dt z

t
i(ai) = qπ

t

i (ai) +
µ

πt
i(ai)

(
ci(ai) − πt

i(ai)
)
であ

ることを用いた．また，最後の式は，すべての πi ∈ ∆(Ai)につ
いて，∑

ai∈Ai
πi(ai)

∑
a−i∈A−i

µπt
−i(a−i) = µであることを用いた．

さらに， d
dt Dψ(π, πt) =

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

(
πt

i(ai) − πi(ai)
) ∑

a−i∈A−i

πt
−i(a−i)

(
ui(ai, a−i) + µ

ci(ai)
πt

i(ai)

)

=

2∑
i=1

∑
a∈A

πt
i(ai)π−i(a−i)ui(a) + 2µ − µ

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

ci(ai)
πi(ai)
πt

i(ai)
.

こ の 式 変 形 に は ，∑2
i=1

∑
a∈A π

t
i(ai)πt

−i(a−i)ui(ai, a−i) =∑
i=1 vπ

t

i = 0 であることと， ∑
a∈A π

t
i(ai)πt

−i(a−i)µ
ci(ai)
πt

i(ai)
=

µ
∑

ai∈Ai
ci(ai)

πi(ai)
πt

i(ai)
∑

a−i∈A−i
πt
−i(a−i) = µ

∑
ai∈Ai

ci(ai)
πi(ai)
πt

i(ai)
である

ことを用いた． □

付録 B 補題 2の証明
証明. すべての i ∈ {1, 2}， ai ∈ Ai について，定常点 π

µ
i (ai)に

おける RMDのダイナミクスは，以下のように書ける:

π
µ
i (ai)

(
qπ

µ

i (ai) − ⟨πµi , q
πµ

i ⟩
)
+ µ

(
ci(ai) − πµi (ai)

)
=π

µ
i (ai)

∑
a−i∈A−i

π
µ
−i(a−i)ui(ai, a−i)

− πµi (ai)
∑
a′i∈Ai

∑
a−i∈A−i

π
µ
i (a′i)π

µ
−i(a−i)ui(a′i , a−i) + µ

(
ci(ai) − πµi (ai)

)
= 0.
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よって，πµi (ai)
∑

a−i∈A−i
π
µ
−i(a−i)ui(ai, a−i) =

π
µ
i (ai)

∑
a′i∈Ai

∑
a−i∈A−i

π
µ
i (a′i)π

µ
−i(a−i)ui(a′i , a−i) − µ

(
ci(ai) − πµi (ai)

)
．

(20)

ここで，式 20の両辺を π
µ
i (ai)で割るために，πµi (ai) > 0を

示す．i ∈ {1, 2}， ai ∈ Ai において， π
µ
i (ai) = 0となる定常点

π
µ
i (ai)が存在すると仮定する．そのような iと ai について:

d
dt
π
µ
i (ai) = π

µ
i (ai)

(
qπ

µ

i (ai) − ⟨πµi , q
πµ

i ⟩
)
+ µ

(
ci(ai) − πµi (ai)

)
= µci(ai) > 0.

が成り立つ．これは， d
dtπ

µ
i (ai) = 0 であることに矛盾する．

したがって，すべての i ∈ {1, 2} および ai ∈ Ai において，
π
µ
i (ai) > 0. 以上より，∑

a−i∈A−i
π
µ
−i(a−i)ui(ai, a−i) =∑

a′i∈Ai

∑
a−i∈A−i

π
µ
i (a′i)π

µ
−i(a−i)ui(a′i , a−i) −

µ

π
µ
i (ai)

(
ci(ai) − πµi (ai)

)
.

すべての π′i ∈ ∆(Ai)について，
∑

a∈A π
′
i(ai)π

µ
−i(a−i)ui(ai, a−i) =∑

a∈A
π
µ
i (ai)π

µ
−i(a−i)ui(ai, a−i) − µ

∑
ai∈Ai

π′i(ai)

π
µ
i (ai)

(
ci(ai) − πµi (ai)

)
=

∑
a∈A

π
µ
i (ai)π

µ
−i(a−i)ui(ai, a−i) + µ − µ

∑
ai∈Ai

ci(ai)
π′i(ai)

π
µ
i (ai)

□

付録 C 補題 3の証明
証明. まず，任意の i ∈ {1, 2} において，参照戦略を c とおい
たときの (RMD)の定常点を πc を (RMD)とする．このとき，
c = πc ならば， c は与えられたゲームのナッシュ均衡となる
ことを示す．RMDの定義より，すべての i ∈ {1, 2}と ai ∈ Ai

について，定常点 πc は

πc
i (ai)

(
qπ

c

i (ai) − ⟨πc
i , q

πc

i ⟩
)
+ µ

(
ci(ai) − πc

i (ai)
)
= 0,

を満たす．このとき，c = πcであれば，ci(ai)
(
qc

i (ai) − ⟨ci, qc
i ⟩
)
=

0 を得る．参照戦略の定義より，すべての i ∈ {1, 2} について
ci(ai) > 0が成立し，vc

i = maxai∈Ai qc
i (ai)となる．このとき，プ

レイヤ iの戦略 ci は，相手の戦略 c−i の最適反応になってい
るため，cはナッシュ均衡となる．
以上の議論より， c < Π∗ と c , πc が常に成り立つ．ここ

で，π̃ = arg min
π∗∈Π∗

KL(π∗, c)とする．付録 Eにある補題 5より，
c , πc ならば，

min
π∗∈Π∗

KL(π∗, c) = KL(π̃, c) > KL(π̃, πc) ≥ min
π∗∈Π∗

KL(π∗, πc).

したがって， c < Π∗ ならば， minπ∗∈Π∗ KL(π∗, πc) <

minπ∗∈Π∗ KL(π∗, c)が成り立つ．
次に，c ∈ Π∗ならば，πc = c ∈ Π∗であることを示す．c ∈ Π∗

ならば， πc , cを仮定して矛盾を導く．このとき，補題 5よ
り，すべての π∗ ∈ Π∗について，KL(π∗, πc) < KL(π∗, c)が成り

立つ．また，c ∈ Π∗ のときは，あるナッシュ均衡 π̃∗ が存在し
て，KL(π̃∗, c) = 0である．よって，KL(π̃∗, πc) < KL(π̃∗, c) = 0
となるが， KL(π̃∗, πc) ≥ 0 であることに矛盾する．したがっ
て， c ∈ Π∗ ならば， πc = cである． □

付録 D 補題 4の証明
証明. c ∈∏2

i=1 ∆
◦(Ai)について，以下のM-FTRLを考える．

πt
i = arg max

p∈∆(Ai)

{〈
zt

i, p
〉
− ψi(p)

}
,

zt
i(ai) =

∫ t

0

(
qπ

s

i (ai) +
µ

πs
i (ai)

(
ci(ai) − πs

i (ai)
))

ds.

式 19より， c′ ∈∏2
i=1 ∆

◦(Ai)があって， d
dt Dψ(πc′ , πt)

=

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

(
qπ

t

i (ai) +
µ

πt
i(ai)

(
ci(ai) − πt

i(ai)
)) (

πt
i(ai) − πc′

i (ai)
)

+

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

(
µ

πt
i(ai)

(
ci(ai) − πt

i(ai)
)
− µ

πt
i(ai)

(
c′i(ai) − πt

i(ai)
)) (

πt
i(ai) − πc′

i (ai)
)
.

(21)

式 21の第一項は以下のようにもかける．
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

(
qπ

t

i (ai) +
µ

πt
i(ai)

(
c′i(ai) − πt

i(ai)
)) (

πt
i(ai) − πc′

i (ai)
)

=

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

(
πt

i(ai) − πc′
i (ai)

) (
qπ

t

i (ai) + µ
c′i(ai)
πt

i(ai)

)

=

2∑
i=1

vπ
t
i ,π

c′
−i

i + 2µ − µ
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

c′i(ai)
πc′

i (ai)
πt

i(ai)
.

上記の式変形は ∑2
i=1 vπ

t

i = 0 と µ
∑

ai∈Ai
πt

i(ai)
c′i (ai)
πt

i(ai)
=

µ
∑

ai∈Ai
c′i(ai) = µ を用いた．よって，補題 2 より，すべて

の i ∈ {1, 2}について，vπ
t
i ,π

c′
−i

i = vπ
c′

i + µ− µ
∑

ai∈Ai
c′i(ai)

πt
i(ai)

πc′
i (ai)
．ま

た，式 21の第一項は，∑2
i=1 vπ

c′

i = 0であることを用いて，以
下のようにかける．

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

(
qπ

t

i (ai) +
µ

πt
i(ai)

(
c′i(ai) − πt

i(ai)
)) (

πt
i(ai) − πc′

i (ai)
)

=

2∑
i=1

vπ
c′

i + 4µ − µ
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

c′i(ai)
πc′

i (ai)
πt

i(ai)
+
πt

i(ai)

πc′
i (ai)


= −µ

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

c′i(ai)


√
πt

i(ai)

πc′
i (ai)

−

√
πc′

i (ai)
πt

i(ai)


2

. (22)

また，式 21の第二項は，以下のように変形できる．
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

(
µ

πt
i(ai)

(
ci(ai) − πt

i(ai)
)
− µ

πt
i(ai)

(
c′i(ai) − πt

i(ai)
)) (

πt
i(ai) − πc′

i (ai)
)

= µ

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

1
πt

i(ai)
(
ci(ai) − c′i(ai)

) (
πt

i(ai) − πc′
i (ai)

)
≤ µ

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

1
πt

i(ai)

∣∣∣ci(ai) − c′i(ai)
∣∣∣ . (23)
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式 21に式 22と式 23を代入することで，

d
dt

Dψ(πc′ , πt) ≤ − µ
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

c′i(ai)


√
πt

i(ai)

πc′
i (ai)

−

√
πc′

i (ai)
πt

i(ai)


2

+ µ

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

1
πt

i(ai)

∣∣∣ci(ai) − c′i(ai)
∣∣∣ .

開始点を π0 = πc とすると，すべての t ≥ 0について， πt = πc

が成り立つ．このとき， d
dt Dψ(πc′ , πt) = 0であるから，

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

c′i(ai)


√
πc

i (ai)

πc′
i (ai)

−

√
πc′

i (ai)
πc

i (ai)


2

≤
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

1
πc

i (ai)

∣∣∣ci(ai) − c′i(ai)
∣∣∣ .

ここで，ci は ∆(Ai) の内点であるから，ある ν1 > 0 が存在
し， ∀i,∀ai ∈ Ai, ci(a) > ν1 である. すべての i ∈ {1, 2} に
ついて， ci ∈ ∆◦(Ai) かつ µ > 0 ならば， π

µ
i ∈ ∆◦(Ai) であ

るから， πc
i も ∆(Ai) の内点である．ゆえに， ある ν2 > 0

が存在し， ∀i,∀ai ∈ Ai, πc
i (a) > ν2．次に， ε > 0 につい

て， δ = ε2ν1ν2
4 ln 2+ε2ν2

√
1∑2

i=1 |Ai |
を定義する．∥c′ − c∥2 < δならば，

∥c′ − c∥1 ≤ ∥c′ − c∥2
√∑2

i=1 |Ai| < ε2ν1ν2
4 ln 2+ε2ν2

である．よって，
∀i,∀ai ∈ Ai, c′i(ai) >

(
1 − ε2ν2

4 ln 2+ε2ν2

)
ν1 > 0 となる．以上より，

∥c′ − c∥2 < δならば，
∑2

i=1
∑

a∈Ai
c′i(a)

√ πc′
i (a)
πc

i (a) −
√

πc
i (ai)
πc′

i (a)

2

=

2∑
i=1

∑
a∈Ai

c′i(a)

πc′
i (a)

(πc
i (a) − πc′

i (a))2

πc
i (a)

≥
(
1 − ε2ν2

4 ln 2 + ε2ν2

)
ν1

2∑
i=1

∑
a∈Ai

(πc
i (a) − πc′

i (a))2

πc
i (a)

≥
(
1 − ε2ν2

4 ln 2 + ε2ν2

)
ν1

2∑
i=1

KL(πc′
i , π

c
i )．

さらに，
2∑

i=1

KL(πc′
i , π

c
i ) ≥ 1

2 ln 2

2∑
i=1

∥πc′
i − πc

i ∥21 ≥
1

4 ln 2
∥πc′ − πc∥21．

この式変形には， [7]の Lemma 11.6.1と，a, b ≥ 0について，
(a2 + b2) ≥ 1

2 (a + b)2 が成り立つことを用いた．よって，(
1 − ε2ν2

4 ln 2 + ε2ν2

)
ν1

4 ln 2
∥πc′ − πc∥21

≤
2∑

i=1

∑
ai∈Ai

1
πc

i (ai)

∣∣∣ci(ai) − c′i(ai)
∣∣∣ < 1

ν2
∥c′ − c∥1.

したがって， ∥c′ − c∥ < δのとき，∥πc′ − πc∥2 ≤ ∥πc′ − πc∥1

<

√
4 ln 2(

1 − ε2ν2
4 ln 2+ε2ν2

)
ν1ν2

∥c′ − c∥1

=

√√
4 ln 2

1 − ε2ν2
4 ln 2+ε2ν2

ε2

4 ln 2 + ε2ν2
= ε.

よって，すべての ε > 0 について，ある δ > 0 が存在し，
すべての c′ ∈ ∏2

i=1 ∆
◦(Ai) について， ∥c′ − c∥2 < δ ならば，

∥πc′ − πc∥2 < εが成り立つ．したがって， F(·)は∏2
i=1 ∆

◦(Ai)
上の連続関数である． □

付録 E 補題 5

補題 5. 任意の i ∈ {1, 2}において，πc
i を，相対変異確率が cの

(RMD)の定常点とする．c , πc のとき，オリジナルゲームの
すべてのナッシュ均衡 π∗ で，KL(π∗, πc)−KL(π∗, c) < 0，が成
り立つ．

証明. Kullback-Leibler divergenceの差，
KL(π∗, πc) − KL(π∗, c)

=

2∑
i=1

∑
ai∈Ai

π∗i (ai) ln
ci(ai)
πc

i (ai)
≤

2∑
i=1

ln

∑
ai∈Ai

π∗i (ai)
ci(ai)
πc

i (ai)

 .
この不等式は，凹関数 ln(·)の性質と，凹関数におけるイェン
センの不等式を用いた．さらに，ln(·) は狭義の凹関数である
から，すべての i ∈ {1, 2}について， ci(a1)

πc
i (a1) =

ci(a2)
πc

i (a2) =
ci(a|Ai |)
πc

i (a|Ai |)
が

成り立つ．c , πc ならば，ある i ∈ {1, 2}と ai, a′i ∈ Ai が存在
し， ci(ai)

πc
i (ai)
, ci(a′i )

πc
i (a′i )
である．したがって，

KL(π∗, πc) − KL(π∗, c) <
2∑

i=1

ln

∑
ai∈Ai

π∗i (ai)
ci(ai)
πc

i (ai)

 . (24)

ここで，(RMD)から，すべての i ∈ {1, 2}と ai ∈ Ai につい
て，πc

i (ai)
(
qπ

c

i (ai) − ⟨πc
i , q

πc

i ⟩
)
+ µ

(
ci(ai) − πc

i (ai)
)
= 0.式を変形

すると，
ci(ai)
πc

i (ai)
= 1 − 1

µ

(
qπ

c

i (ai) − ⟨πc
i , q

πc

i ⟩
)
. (25)

式 25を式 24に代入すると，KL(π∗, πc) − KL(π∗, c)

<

2∑
i=1

ln

∑
ai∈Ai

π∗i (ai)
(
1 − 1

µ

(
qπ

c

i (ai) − ⟨πc
i , q

πc

i ⟩
))

=

2∑
i=1

ln
(
1 − 1

µ

(
vπ
∗
i ,π

c
−i

i − vπ
c

i

))
.

∑
ai∈Ai

π∗i (ai)
ci(ai)
πc

i (ai)
> 0であるから， 1 − 1

µ

(
vπ
∗
i ,π

c
−i

i − vπ
c

i

)
> 0．π∗

はナッシュ均衡のであるから以下の式が成り立つ．
2∑

i=1

(
1 − 1

µ

(
vπ
∗
i ,π

c
−i

i − vπ
c

i

))
= 2 − 1

µ

2∑
i=1

vπ
∗
i ,π

c
−i

i ≤ 2.

よって，ある定数 α ∈ (0, 2]と x ∈ (0, α)が存在し:

2∑
i=1

ln
(
1 − 1

µ

(
vπ
∗
i ,π

c
−i

i − vπ
c

i

))
= ln (α − x) + ln(x).

したがって，KL(π∗, πc) − KL(π∗, c)

< max
α∈(0,2]

max
x∈(0,α)

{ln (α − x) + ln(x)}

= max
α∈(0,2]

max
x∈(0,α)

ln
(
−

(
x − α

2

)2
+
α2

4

)
= max

α∈(0,2]
ln

(
α2

4

)
≤ 0.

□
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