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1. はじめに
一般に数値計算では倍精度の浮動小数点型が用いら

れるが，数学的に厳密な式が与えられても，丸め誤差な

どの影響で精度の高い結果を得られるとは限らない．こ

の問題を解決するために、多倍長演算 [1]や精度保証付

き数値計算 [2]などが提案されている。Javaでは，任意

精度を扱うクラス BigDecimal[3]が標準実装されている

が，必ずしも最小の演算精度で計算を行っているわけで

はなく，無駄が含まれていることがある．本研究では多

倍長演算において，四則演算結果を無誤差で得るために

必要な最小演算精度を導出する手法を提案し，その手法

を BigDecimalで適用させて評価する．

2. 浮動小数点演算
2.1 浮動小数点数のフォーマット

B 進数 pa 桁の浮動小数点数 aは

a = (−1)
sa ×

(
d1
B

+ · · ·+ dpa

Bpa

)
×Bea (1)

= (−1)
sa (0.d1 · · · dpa)B ×Bea

di ∈ {0, 1, · · ·, B − 1}

と表現される．ここで，saを aの符号，eaを aの指数，

paを aの桁数，(0.d1d2 · · ·　 dp)B を仮数，Bを基数と

言う．今後，断らない限りすべての浮動小数点数の演算

精度は等しく pとする．

浮動小数点演算規格である IEEE754で定められた倍

精度浮動小数点数は 1ビットの符号部，11ビットの指数

部，52ビットの仮数部を持っており，演算精度は 10進数

で約 16桁である．多倍長精度浮動小数点数は，1ビット

の符号部を持ち，指数部と仮数部を任意に指定すること

で，任意の演算精度を実現する．ここで，仮数部の長さ

を長くすることによってより高精度な計算が可能となる．

2.2 無誤差変換

浮動小数点数 a, bに対して，Knuthのアルゴリズム [4]

とDekkerのアルゴリズム [5]を用いることにより，無誤

差変換を行うことが出来る．
†九州工業大学

2.2.1 加減算

加算の無誤差変換を行うための Knuthのアルゴリズ
ムを以下に示す．� �

function[x，y]=TwoSum(a，b)
x = fl(a+ b)
c = fl(x− a)　
y = fl((a− (x− c)) + (b− c))� �

ここで，fl(a + b)は，a + bの浮動小数点演算の最近点

丸めを表す．上述の TwoSumを用いると

a+ b = x+ y (ey ≤ ex − p)

のように a+ bの近似値が xに，丸め誤差が yにそれぞ

れ浮動小数点数として格納される．別の方法として下述

の FastTwoSum用いると，|a| > |b|という条件におい
て，xと yをより早く求めることができる．� �

function[x，y]=FastTwoSum(a，b)
x = fl(a+ b)
z = fl(x− a)　
y = fl(b− z)� �

減算については bの符号を変えて上述のアルゴリズムを

用いることにより行える．

2.2.2 乗算

次に乗算の無誤差変換を行うための Dekkerのアルゴ
リズムを以下に示す．� �

function[aH，aL]=Split(a)

c = fl((B
1
2
p + 1) · a)

aH = fl(c− (c− a))　
aL = fl(a− aH)� �

上述の Splitを用いると

a = aH + aL

のように，aH に aの仮数部上位半分の 1
2p桁，aLに下

位半分の 1
2p桁に対応するものが誤差なしで正確に格納

される．
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� �
function[x，y]=TwoProdut(a，b)
x = fl(a× b)
[aH，aL]=Split(a)
[bH，bL]=Split(b)
y = fl(aL×bL− (((x−aH ×bH)−aL×bH)−aH ×bL))� �

上述の TwoProductを用いると

a× b = x+ y (ey ≤ ex − p)

のように，x× yの近似値が xに，丸め誤差が yにそれ

ぞれ浮動小数点として格納される．

3. 無誤差演算に必要な最小演算精度
第 2章で紹介した無誤差変換をそのまま適用させると，

1度の計算を行うごとに計算結果を表現するには，計算

前の演算精度の 2倍の演算精度を必要としてしまう．す

なわち，無誤差演算を繰り返すことは，演算精度が無限

大に発散するため難しい．そこで，無誤差演算に必要な

最小演算精度 p∗ を与える定理を以下に示す．

定理 1 無誤差変換で得られた xと yが

x = (−1)
sx ×

(
d1
B

+ · · ·+ dpx

Bpx

)
×Bex

y = (−1)
sy ×

(
d1
B

+ · · ·+
dpy

Bpy

)
×Bey

と表す．無誤差演算に必要な最小演算精度は次式で与え

られる．

p∗ =

p̃x (y = 0)

p̃y + (ex − ey) (y ̸= 0)

ただし，ex，ey は x，yの指数，p̃x，p̃y は x，yの仮数

部において，最上位ビットから 0でないビットまでの最

大ビット長を示す．

定理 1の証明を以下に示す．y = 0の場合は明らかで

あるため，y ̸= 0の場合について証明する．

証明 1

x+ y

= (−1)sx ×Bex

px∑
i=1

dxi

Bi
+ (−1)sy ×Bey

py∑
i=1

dyi
Bi

= (−1)sx ×Bex

p̃x∑
i=1

dxi

Bi
+ (−1)sy ×Bey

p̃y∑
i=1

dyi
Bi

= Bex

(−1)sx
p̃x∑
i=1

dxi

Bi
+ (−1)sy ×B−ex+ey

p̃y∑
i=1

dyi
Bi


= Bex

(−1)sx
p̃x∑
i=1

dxi

Bi
+ (−1)sy

p̃y+ex−ey∑
i=ex−ey

dyi−ex−ey

Bi


= (−1)sx ×

p̃y+ex−ey∑
i=1

di
Bi

×Bex

となり，(1)式の形式で表されることが分かる．したがって無
誤差演算に必要な (結果を表現するために必要な)最小演算精
度は p∗ = p̃y + (ex − ey)である．

□

4. 無誤差演算パッケージ
Javaで実装されている任意精度の浮動小数を扱うク

ラス BigDecimal利用して最小演算精度で無誤差演算を

行うクラス BigDecimalEFFloatを作成した．

4.1 BigDecimal

任意精度の浮動小数を扱うクラスBigDecimalでは，算

術演算子 (+,*,/など)と同等の機能を持つメソッド (add,

multiply, divide など) が実装されている．BigDecimal

は，任意精度の「スケールなしの整数値」と，32ビット

整数の「スケール」で表現される．ここで，スケールと

は小数点以下の桁数を表す．つまり，BigDecimalで表

される数値は (unscaledValue × 10−scale)となる．そし

て精度は，オブジェクトを生成するときに指定すること

が出来る．指定しなければ，初期値として与えた数字の

精度となる．また，BigDecimalクラスには，スケール

の値を返すメソッド scale()と使用される演算精度を返

すメソッド precision()がそれぞれ用意されている．

4.2 演算時間

BigDecimalEFFloatでは，第 3章で示したように，無

誤差演算を行うための最小演算精度を求め，その演算精

度で計算する．つまり，BigDecimalEFFloatでは，常に

最小の演算精度で値が保持されていることになり，演算

に必要な時間が少なくなることが期待される．しかし，

最小の演算精度を求めるために，複数回の演算が必要と

なり，演算時間が必要となる．
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4.3 除算

浮動小数点同士の除算については，その結果を浮動小

数点数で表せないことがあるため，分子と分母を多倍長

浮動小数点数とする有理数で表す．

5. 評価
5.1 最小演算精度

以下のRumpの例題 [6]を使用して，p∗を求める方法

の評価を行う．

f = (333.75−a2)b6+a2(11a2b2−121b4−2)+5.5b8+
a

2b

for a = 77617, b = 33096

correct value = −54767

66192
≈ −0.827396 · · ·

図 1に 5の評価 (右辺の計算)における各四則演算の

結果を表現するための仮数部の桁数 (p∗)の変化を示す．

ただし，横軸は四則演算を行う順番を表す．つまり，横

軸の 1は (333.75−a2)を行った後の精度，2は (11×a2)

を行った後の精度,15は最終的な演算精度を表す．なお，

この測定は以下の表 1の環境で行った．

表 1: 測定環境
OS windows 8.1

メモリ 16GB

CPU CORE i7-3770

図 1: 演算精度の推移

図 1から，Rumpの例題は無誤差で求めるには，10進

数で 37桁の精度が必要であることが分かる．

5.2 精度比較

以下に BigDecimalと本論文で提案した定理を用いた

BigDecimalEFFloat の精度を比較をするための例題を

示す．

f = {(a+ b) ∗ (c− d)}5

for a = 154321,b = 95679, c = 6.54321, d = 2.54321

1 : a, b, c, dの演算精度の合計

2 : a+ bを行った後

3 : c− dを行った後

4 : (a+ b)× (c− d)を行った後

5 : 5乗を行った後

この f の真値は 1.0× 1030である．図 2は横軸が演算

の推移，縦軸が必要な精度の合計である．

図 2: 演算精度の比較

図 2から，BigDecimalEFFloatはBigDecimalに比べ

て少ない精度で計算することが出来ることが分かる．

5.3 演算時間比較

5.3.1 演算精度に差がある場合

5.2節で使った f を用いて速度比較を行う．以下 anを

求める時間を評価する．

an+1 = an × an (n ≥ 1)

a0 = f
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図 3: 演算時間

nの値を増やしていくごとに必要な精度の差が大きく

なり，演算時間にも差が出るようになることが図 3によ

り分かる．

5.3.2 演算精度に差がある場合

以下に BigDecimal と BigDecimalEFFloat で精度が

等しい場合の必要な演算時間を比較する．図 4では，加

算時の演算時間を示す．

図 4: 加算時の演算時間

図 5に乗算時における演算時間を示す．

これらから，同じ精度における演算速度はBigDecimal

の方が BigDecimalEFFloatよりも早いことが分かる．

図 5: 乗算時における演算時間

6. おわりに
本研究では多倍長演算において，四則演算を無誤差で

行うための最小演算精度を導く方法を提案し，それを例

題を用いて評価を行った．現時点では，演算に使う精度

の差がかなり多い場合には早く演算できるようになって

いる．今後は演算に必要な精度が分かっているという利

点をさらに生かし，より速く演算が出来るようにしたい．
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