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1. はじめに
n変数の論理式 f が与えられた時に、充足可能性を保

存したまま他に “良い性質”を持たせた論理式 gを生成
したいことが多くの場面で見受けられる。例えば、実世
界の問題に基づいた論理式を 1 つベンチマークとして
持っている時に、これをもとにして他の類似の論理式を
生成できれば望ましいだろう。また、与えられた論理式
を排他的論理和を使わない形に変形したいなどの要求も
あるだろう。これらの中で、f の充足解の得やすさもま
た、良い性質として自然であろう。
変数を少なくすれば常に充足解が得やすくなるわけで

はなく、充足解の密度すなわち (充足解の個数)/2nを高
めれば解が得やすいという主張の方が理にかなっている。
そこで、解の濃縮問題 (DCP)を、論理式 f が与えられ
た時に以下を満たす gを求める問題と定義する: (1) gは
f の充足可能性を保存する。(2) f が充足可能ならば、g
の解の密度は f よりも大きい。ここで、f の充足可能性
判定はこの特殊な場合 (条件 (2)で密度を 1.0にするこ
とが求められる)であることに注意が必要である。この
“完全な濃縮”は NP完全であることが知られているの
で、DCPはその一般化として重要な役割を担っている。
本稿では、DCPを解く 3種のアルゴリズムを示し、そ

の性能を比較する。簡単のため、入力を 3-CNFに限定す
る。出力については、以下の 3種の制限が挙げられるだ
ろう。(1) CNFのみ。(2)式の形には制限を設けないが、
論理演算のみを用いる。(3)関数代入を許す。(1)の場合
には、これを繰り返すことで解の濃度を任意に高めるこ
とができるため、DCPを解くのは困難であろう。(3)は
あまり困難ではなく、密度を指数的に高める多項式時間
アルゴリズムが存在する。したがって、(2)が最も興味
深い問題となる。
本稿では、SATアルゴリズムに基づき、それをシミュ

レートする論理式を生成する手法をとる。また、アルゴ
リズムの性能評価のために、指標として密度 dおよび比
|g|/dを用いる。

2. 解密度の濃縮アルゴリズム
2.1 ランダムフリップに基づく方法
次のようなアルゴリズムを考える。

(1) 初期割り当て a ∈ {0, 1}n をランダムに選択する。
(2) ランダムに選択された変数の値をフリップする。
(3) ステップ (2)を t回繰り返す。繰り返しの中で、充足
する割り当てを得れば Trueを出力し、そうでなければ
Falseを出力する。
上記のアルゴリズムをシミュレートすることにより、論
理式 gを構築する。初期割り当てを x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)と

表し、k番目のフリップを行ったときの割り当てを xk =
(xk

1 , . . . , xk
n)と表す。また、vk = (vk

1 , . . . , vk
dlog ne)を用

いて k番目のフリップでランダムに選ばれる変数を表す。

ここで、vkは 2進数の並びであるとみなして、変数 xvk

が選択されたことを表す。以下に示す式によってアルゴ
リズムをシミュレートすることができる。

t∨

k=0

f(xk
1 , . . . , xk

n) (1)

kステップ目の割り当て (xk
1 , . . . , xk

n)は、x0, v1, . . . , vk

で表すことができる。

xk
i = x0

i ⊕ (v1 = i)⊕ · · · ⊕ (vk = i) (2)

式 (1) の変数 xk
i を式 (2) を用いることで、変数

x0, v1, . . . , vk で表される論理式 gを得る。
gの式の長さとその充足解の密度 dを見積もる。式 (2)
より、xk

i の長さ |xk
i | = 1 + kdlog neであるから、gの式

の長さは、

|g| =
t∑

k=0

|f | · (1 + kdlog ne) ∼ |f |t2 log n

となる。gはランダムフリップアルゴリズムを記述して
いるので、gの充足割り当ての密度 dは、f の充足割り
当て a∗ を得る確率と一致する。初期割り当て aが、充
足割り当て a∗ からのハミング距離 k であるとき、k 回
のフリップで a∗にたどり着く確率は k!/nkであるから、
密度 d =

(
1
2

)n ∑t
k=0

(
n
k

)
k!
nk ∼

(
1
2

)n
を得る。

2.2 確率的局所探索に基づく方法

Schöningの確率的局所探索アルゴリズム [2]は以下の
通りである。
(1) 初期割り当て a ∈ {0, 1}n をランダムに選択する。
(2) 非充足な項の中から任意の項を選び、それに含まれ
る変数のひとつをフリップする。
(3) ステップ (2)を 3n回繰り返す。
このアルゴリズムの中のフリップする変数の選択につい
て、我々は非充足な項をランダムに選ぶのではなく、充足
しない初めの項Ciを選択する。これは、C1, C2, . . . , Ci−1

は充足していることを意味する。このような改変を加え
ても、充足割り当て a∗を得る確率は保証されている。な
ぜなら、各ステップで選択の中で少なくとも 1通りは充
足割り当てとのハミング距離を縮めるからである。
我々は、この改変された Schöningのアルゴリズムを
シミュレートすることで、gを構築する。
初期割り当てを x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)と表し、k番目のフ

リップを行ったときの割り当てを xk = (xk
1 , . . . , xk

n)と
表す。また、(yk, zk)を用いて k番目のフリップで項の中
からランダムに選ばれる変数を表す。ここで、(yk, zk) =
(0, 1)((1, 0), (1, 1))は、選ばれた項の中の 1番目 (2, 3番
目)の変数がフリップされることを表す。したがって、k
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ステップ後の割り当て (xk+1
1 , . . . , xk+1

n )を以下のように
得る。

xk+1
i = xk

i ⊕
∨

ls.t.xi∈Cl

( ∧

1≤j<l

Ck
j

)
Ck

l posi,l(y
k, zk) (3)

ここで、posi,l(yk, zk)は、xi が項 Cl の 1番目 (2, 3番
目)に出現するとき、yk · zk(yk · zk, yk · zk)となる。ま
た、Cik

は、Ci = xi1 ∨ xi2 ∨ xi3 として、xk
i1
∨ xk

i2
∨ xk

i3
を表す。
式 (3) を用いて変数を消去すると、xk+1

i は
(x0

1, . . . , x
0
n), (y0, z0), . . . , (yk, zk) の 関 数 と 見 る こ

とができる。したがって、f(xt
1, . . . , x

t
n)は n + 2t変数

の関数 gと与えることができる。
g の式の長さとその充足解の密度 d を見積もる。漸

化式 (3) によって、xk+1
i の長さは、f の項数を m と

して、|xk+1
i < |xk

i | + (3 maxi |xk
i | + 2)m となるので、

|xt
i| ∼ (3m)t maxi |x0

i | となる。これは、g の長さが
|g| ∼ (3m)t|f | であることを示す。
我々は、(yk, zk)を用いて各ステップのランダムな選

択を決定し、少なくとも確率 1/4で a∗ とのハミング距
離を 1近付けるので、gの解の密度は、Shcöningのアル
ゴリズムで f から解を得る確率と等しくなり、
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を得る。

2.3 探索空間分割に基づく方法
我々は以下のような分割手続き split(F )を用いる。

procedure split(F )
(1) F が 2-CNFならば、多項式時間で F を解く。
(2) F から項 xi ∨ xj ∨ xk を選択する。
(3) 以下の式を返す。

split(F |xi=1)∨split(F |xi=0,xj=1)∨split(F |xi=0,xj=0,xk=1).

この手続き splitを t個の変数が消去される深さまで
適用する。このようにして、代入が途中まで行われた式
(途中式)が論理和で結合された形の式 gを得る。f が充
足可能ならば、g中の途中式が少なくとも一つは充足可
能であることに注意
されたい。t > 1になると、複数の途中式で異なった変
数が消去されるが、変数のラベルの付け替えを行えば g
は n− t変数の論理式となる。

gの式の長さは、|g| ∼ |f | · 1.839tとなる。また、gの
充足解の密度 dは、(1/2)n−t となる。

3. アルゴリズムの評価
我々は、論理式の濃縮アルゴリズムの評価に 2通りの

方法を用いる。ひとつは、解の密度 dである。これは、
ごく自然な評価方法である。もうひとつは、|g|/dであ
る。これは、ランダムな割り当てによって期待値 1/dで
gの充足解を見つけることができ、一つの割り当ての計
算が |g|であることに拠る。より大きな d、より小さな

表 1: 提案アルゴリズムに関する T の比較

解の密度 d |g|/d
ランダムフリップ 定数 T

確率的局所探索 Tϕ(n) Tχ(n)

空間分割型 T 1.137 T−0.137

ϕ(n) = 1
log 3n3 log 4n log 3n3

e log T , χ(n) = 1
log 3n3 log 12n2 log T

e log 3n3 ,
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図 1: アルゴリズムがかけた時間に対する dの変化
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図 2: アルゴリズムがかけた時間に対する |g|/dの変化

|g|/dを得るアルゴリズムが望ましい。アルゴリズムの
性能比較のため、尺度 d, |g|/dを gの計算に要する時間
T (= |g|)の関数として漸近的に求め、表 1に示す。これ
より、計算時間に対する各アルゴリズムの振る舞いは図
1, 2 のようになる。点線がランダムフリップ、細線が確
率的局所探索、太線が空間分割のアルゴリズムである。
これら 3つのアルゴリズムは、計算時間をかけること

で解の密度を任意に増加させることができるが、式の長
さは長くなる。ランダムフリップのアルゴリズムは、密
度の増加に比べて式の長さの伸びが速い。すなわち、何
も戦略を持たないフリップでは、良好な濃縮が得られな
い。Schöning のフリップは、密度を指数的に増加させ
る。しかし、出力する式の長さが (3n3)kとなり、dの増
加よりも遥かに速い。図 1, 2より、空間分割型のみが d
と |g|/dという両方の尺度で良い結果を示している。
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