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概 要

平面グラフ Gの凸描画においては，全ての辺は交差しない
直線分で描かれ，全ての面は凸多角形で描かれる．Gの凸描
画で，各点が整数座標を持つものを格子凸描画という．Gの凸
描画で，極大線分の数が最少となるものを最少線分凸描画とい
う．Gの最少線分凸描画で，各頂点が整数格子上にあるものを
最少線分格子凸描画という．Gが 3連結 cubicグラフならば，
Gは最小線分凸描画を持つことが知られている．更に，Gが
3連結 cubicグラフならば，Gは大きさ (n/2+1)× (n/2+1)
の整数格子内に，極大線分の数が下限より高々1 本多い格子
凸描画を持つことが知られている．ここで，nは Gの点数を
表す．
本論文では，Gが 3連結 cubicグラフならば，Gは大きさ

(3n/2 + 1)× (5n/2 + 1)の整数格子内に最少線分格子凸描画
できることを証明するとともに，そのような描画を求める線
形時間アルゴリズムを与える．

1 序論

近年，様々な分野で与えられたグラフ，特に平面グラフを
「構造を理解しやすく」かつ「きれいに」描画する手法が求め
られている [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]．図 1(a) のように，平面
グラフ Gの描画で，Gの各辺が交差の無い直線分として描か
れたものを直線描画という．Gの直線描画で，Gの各点が整
数座標を持つものを格子描画という．なお，本論文ではグラ
フ Gの点数を nで表す．また，大きさW×H の整数格子は
W + 1本の垂直線分とH + 1本の水平線分およびそれらの交
点からなり，その外周は矩形であるとする．W は整数格子の
幅，H は高さという．整数格子の幅をW，高さをH とする．
格子サイズはW×H と表す．
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図 1: (a) 平面グラフ Gの直線描画，(b) Gの凸描画，

(c) Gの最少線分凸描画．

図 1(b)のように，平面グラフGの直線描画で，全ての面が
凸多角形であるものを凸描画という．全ての平面グラフが凸描
画を持つとは限らないが，全ての 3連結平面グラフは凸描画を
持つ [8]. Gの凸描画で，しかも格子描画であるものをGの格
子凸描画という．任意の 3連結平面グラフは (n−2)× (n−2)
の大きさの整数格子に線形時間で格子凸描画できることが知
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られている [3]．近年，凸描画および格子凸描画に更なる制約
を加えたより見やすい描画法の研究が行われている [5]. 本論
文では，その中の一つである最少線分格子凸描画を扱う．

Γを Gの直線描画とする．Γにおいて，点 vに接続する連
続した 2 辺がなす角を θv と書く．θv = 180◦ ならば，θv を
平角という．Γにおける辺集合 S が，Γにおいて直線分とな
る極大な集合であるならば，S を極大線分という．図 1(c)の
ように，Gの凸描画で，極大線分の数が最少となるものを G
の最少線分凸描画という．最少線分凸描画は，単なる凸描画
よりも見やすい場合が多い [5]. 図 2(a) のように，全ての頂
点の次数が 3となるグラフを cubicグラフという．Gが 3連
結 cubicグラフならば，Gは最小線分凸描画を持つことが知
られている [5]．Gの最少線分凸描画で，しかも格子描画であ
るものを Gの最少線分格子凸描画という．
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図 2: (a) 3連結 cubicグラフ G，(b) Gの正規分割 Π,
(c) Gの最少線分格子凸描画．

Gが 3連結 cubicグラフならば，Gは大きさ (n/2 + 1) ×
(n/2 + 1)の整数格子内に，極大線分の数が下限より高々1本
多い格子凸描画を持つことが知られている [5]．しかし，nの
多項式の大きさの格子内に最小線分格子凸描画できるかどう
かは知られていない．
本論文では，Gが 3連結 cubicグラフならば，Gは大きさ

(3n/2 + 1)× (5n/2 + 1)の整数格子内に最少線分格子凸描画
できることを証明するとともに，そのような描画を求める線
形時間アルゴリズムを与える．図 2(a)および (c)に本アルゴ
リズムの入力と出力の例を示す．
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2 準備

本節では，いくつかの定義と既知の補題を与える．グラフ
Gは点の集合 V と辺の集合 E からなり，G = (V, E)で表す．
辺交差なしに描画できるグラフを平面グラフという．グラフ
の頂点 v に接続する辺の数を次数といい，d(v)と書く．全て
の頂点の次数が 3となるグラフを cubicグラフという．2連
結平面グラフ Gにおいて，点の対 {u,v}を Gから取り除い
た結果，グラフGが非連結となるならば {u, v}を分離対とい
う．グラフ Gが分離対を持たないならば，2連結グラフ Gは
3連結であるという．

G = (V, E)を 3連結平面グラフとし，V = {v1, v2, · · · , vn}
であるとする．v1 と v2 は Fo(G)上に連続して表れるとする.
Π=(U1, U2, · · · , Um)を，空ではない部分集合 U1∪U2∪ · · ·∪
Um からなる V の順序付き分割とする．1 ≤ k ≤ mなる各 k
に対し，U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk によって誘導される Gの部分グ
ラフを Gk とする．また 0 ≤ k ≤ m − 1なる各 k に対して，
Uk+1 ∪ Uk+2 ∪ · · · ∪ Um によって誘導される Gの部分グラ
フを Gk とする．以下の条件 (a) および (b) が成り立つなら
ば，Πを辺 (v1, v2)に関する
Gの正規分割であるという．

(a) U1 は (v1, v2) を含む内面にあるすべての点から成る．
Um = {vn}かつ，

(b) 2 ≤ k ≤ m− 1なる各 kに対して，Uk の全ての点はGk

の外点であり，次の (b1)，(b2)が成り立つ．
(b1) もし | Uk | = 1 ならば，Uk の点は，Gk−1 に 2

つ以上の隣接点を持ち，Gk に 1つ以上の隣接点を持つ
(図 3(a)参照)．
(b2) もし | Uk | ≥ 2ならば，Uk の点は，Gk−1 にちょ
うど 2つの隣接点を持ち，Gk に 1つ以上の隣接点を持
つ (図 3(b)参照)．
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図 3: (a)正規分割の条件 (b1), (b)正規分割の条件 (b2)．

図 2(b)に正規分割の例を示す．以下の補題が知られている．

捕題 2.1 [3, 6] すべての 3 連結平面グラフ G は正規分割 Π
を持ち，Πは線形時間で構成できる．

捕題 2.2 [5]　Gを 3連結 cubic平面グラフとし，ΓをGの
凸描画とする．このとき，Γの平角の数は高々n − 3であり，
極大線分の数は少なくとも n/2 + 3である．

捕題 2.3 [5] Gを n点からなる 3連結 cubic平面グラフとす
る．このとき G は高々(n/2 + 1) × (n/2 + 1) の整数格子内
に，極大線分の数が下限より高々1本多い格子凸描画を持つ．
更に，n ≥ 6ならば，Gは最少線分凸描画を持つ．

3 アルゴリズム

本節ではアルゴリズムの概略を述べるとともに，本論文の
主定理を与える．
本アルゴリズムは [5]のアルゴリズムを一部改良したもので

ある．まず，[5]のアルゴリズムと同様に，3連結 cubicグラ
フ G の正規分割 Π = {U1, U2, · · · , Um} を求める．補題 2.2

より，G が最小線分格子凸描画を持つためには，v1, v2 およ
び vn 以外の全ての点がちょうど 1 つの平角を持てばよいこ
とがわかる．ここで，G1 において，点 v2 に接続する v1 では
ない点を v3 とする．[5]のアルゴリズムを用いて描画すると，
点 v3 が平角を持たなくなってしまうことがある．そのため，
v3 が平角を持つようにアルゴリズムを改良する．G1 にない
点で，v3 に隣接するものを va とし，va ∈ Uc, 2 ≤ c ≤ m, と
しよう．次の 3つに場合をわけよう．
(1) Gは外周上にちょうど 3個の点を持つ (図 4(a)参照)．
(2) Gは外周上に 4個以上の点を持ち，Gc−1 において，Uc

の最も左の隣接点が v3 である (図 4(b)参照)．
(3) Gは外周上に 4個以上の点を持ち，Gc−1 において，Uc

の最も右の隣接点が v3 である (図 4(c)参照)．
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図 4: (a) 場合 1, (b) 場合 2, (c) 場合 3.

場合 1,2および 3のいずれの場合においても，点の配置の
仕方を工夫することにより，線形時間で最少線分格子凸描画
を求めることができることが証明できる．また，場合 1およ
び場合 2においては，格子サイズも従来の結果と同じである
ことが示せる．更に，場合 3においては，従来の結果と比べ
て，幅が高々点の数だけ増加し，高さが高々点の数の 2倍だ
け増加することがいえる．詳細については省略する．
次の主定理が成り立つ．

定理 1 Gを n点からなる 3連結 cubic平面グラフとする．こ
のとき Gは高々(3n/2 + 1) × (5n/2 + 1) の整数格子内に線
形時間で最少線分格子凸描画できる．
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