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1. はじめに 
本研究では，特異値分解を用いた辞書学習アルゴリズム

で使用する高速かつ効果的な初期辞書を検討する． 

2. 辞書学習 
辞書学習で用いる K-SVD(K-Singular Value Decomposition)

アルゴリズムとは，スパースコーティングの際に，最適化

されたスパースな表現をもつ列ベクトル𝑋௜から構成されて

いるスパース表現行列 Xに基づいて辞書 Dにおける辞書の

列(アトム)に対して 1 つずつ更新を行う際に，特異値分解

を用いてアトムとそのアトムに対応するスパース表現ベク

トルの最適化を行うアルゴリズムである．また，以下の最

適化問題として定式化される． 

‖𝑌 − 𝐷𝑋‖ி
ଶ subject to ∀௜，‖𝑋௜‖଴ ≤ 𝑇଴௑,஽

௠௜௡ (1) 

ここで，T଴はスパース表現ベクトル𝑋௜における最大非零要

素数を表す． 
以下に，K-SVD アルゴリズムについて示す． 
Step 1．初期化 
 初期辞書として用意した各要素に対して，ランダムに生

成した値を与え，初期化を行いアトムの正規化を行う． 
Step 2．スパースコーティング 
 辞書 Dは固定し，直行マッチング追跡を用いて式(2)の解

と近似を行い，各𝑦௜に基づいてスパース表現ベクトル𝑋௜の

計算を行い，そしてスパース表現行列 X の作成を行う． 

‖𝑦௜ − 𝐷𝑥௜‖ி
ଶ subject to ∀௜，‖𝑋௜‖଴ ≤ 𝑇଴௫೔    

௔௥௚௠௜௡  

for 𝑖 = 1，2，・・・，𝑁 (2) 

Step 3．コードブック更新 
 辞書Dにおける各アトム𝑑௝=1，2，・・・，Kに対して以

下の通りを繰り返す． 
3.1 式(1)を以下のように分解を行い，K番目のアトム以外

の残差をまとめた行列を残差行列𝐸௞と置き，残差行列𝐸௞と

の再構成誤差を最小化する𝑑௞，𝑥௞について求める． 
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       = ฮ𝐸௞ − 𝑑௞𝑥௞ฮ
ி

ଶ
(3) 

ここで𝑑௞は，辞書 D における k 列目を表し，𝑥௞は，スパー

ス表現行列 X における k 行目を表している． 
3.2 アトム𝑑௞を用いるかつ𝑥௞内における非零要素のみの

更新を行うための集合𝜔௞を以下のように定義する． 

𝜔௞ = {𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐾, 𝑥௞(𝑖) ≠ 0} (4) 

3.3 (𝜔௞(𝑖), 𝑖)成分には 1，それ以外には 0 をとる，大きさ

𝑁 × |𝜔௞|の行列𝛺௞を定義する．𝑥௞，Y，𝐸௞に対して行列𝛺௞

を用いて積をとり，𝑥ோ
௞，𝑌௞

ோ，𝐸௞
ோを作成し，式(3)を用いて

式(5)について定義する． 

ฮ𝐸௞Ω௞ − 𝑑௞𝑥௞Ω௞ฮ
ி

ଶ
= ฮ𝐸௞

ோ − 𝑑௞𝑥ோ
௞ฮ

ி

ଶ
(5) 

3.4 𝐸௞
ோに対して特異値分解を用いて，𝐸௞

ோ = 𝑈Δ𝑉்と分解

を行う．ここで，式(5)における最小化を行うため，𝑑௞，

𝑥ோ
௞には，最大特異値に基づく特異ベクトルを用いる．アト

ム𝑑௞の解を𝑈における最初の列𝑢ଵ，𝑥ோ
௞には𝑉における最初

の列と Δ(1,1)の積をとった𝑣ଵ × Δ(1,1)として更新を行う． 
Step 4．停止条件 
 ‖𝑌 − 𝐷𝑋‖ி

ଶにおける再構成誤差の値に変化が十分に小さ

くなれば反復を終了し，変化が大きい場合は Step 2．に戻

り繰り返し行う． 

3. 初期辞書 
3.1 離散コサイン変換を用いた辞書 
 離散コサイン変換を用いて作成された辞書をDCT辞書と

呼び，従来手法として一般的に使われてきた辞書である．

DCT 辞書の作成にあたって式(6)を用いて行った． 

𝑋ୈେ୘(𝑘) = ඨ
2

𝑁
𝐶௞ ෍ 𝑥(𝑛)cos

(2𝑛 + 1)𝑘𝜋

2𝑁

ேିଵ

௡ୀ଴

， 

for 𝑘 = 0，1，・・・，𝑁 − 1 (6) 

𝐶௞ = ቐ

1

√2
，𝑘 = 0

1，𝑘 ≠ 0

(7) 

DCT 辞書と K-SVD アルゴリズムによって学習を行った K-
SVD_DCT 辞書の画像を図 1 に示す． 

    (a)DCT 辞書       (b)K-SVD_DCT 辞書 
図 1 従来手法：DCT による辞書 
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図 1 より，DCT 辞書の特徴として，(1,1)成分での値は直流

成分だけから構成される DC 基底となっており，それ以外

の基底は交流成分のみから構成されている為，AC 基底に

なっている．また，左上から右下にかけて，各基底の周波

数が高くなるといった特徴をもっている．学習後の辞書の

特徴として，DC 基底が直流成分ではなくなり，高周波成

分における基底が低周波成分になり，同じパターンの基底

が幾つか作成されていることも分かる． 
3.2 離散サイン変換を用いた辞書 
 提案手法 1 つ目の離散サイン変換を用いた辞書を

DST(Discrete Sine Transform)辞書と呼ぶ．辞書作成にあたっ

て式(8)を用いて行った． 

𝑋ୈୗ୘(𝑢, 𝑣) =
2

𝑁 + 1
෍ ෍ 𝑥(𝑚, 𝑛) sin ቆ

(𝑚 + 1)(𝑢 + 1)𝜋

2𝑁
ቇ

ேିଵ

௡ୀ଴

ெିଵ

௠ୀ଴

 

∙ sin ቆ
(𝑛 + 1)(𝑣 + 1)𝜋

2𝑁
ቇ  for 𝑢, 𝑣 = 1，2，・・・，𝑁 − 1 (8) 

DST 辞書と K-SVD アルゴリズムによって学習を行った K-
SVD_DST 辞書の画像を図 2 に示す． 

    (a)DST 辞書       (b)K-SVD_DST 辞書 
図 2 提案手法 1：DST による辞書 

図 2 より，DST 辞書の特徴として，正弦波からなる基底関

数を用いるため，基底における端点の値が 0 になるような

滑らかな基底となっている．DCT 辞書同様に周波数が左上

から右下にかけて，高周波成分なっているといった特徴が

ある．学習後の辞書の特徴は，複雑的で局所的な変動をも

つ基底が表現されており，入力画像からの学習の為，同じ

パターンの基底の作成がされていることが分かる． 
3.3 DHT(Discrete Hartley Transform)辞書 
提案手法 2 つ目の離散ハートレー変換を用いた辞書を

DHT((Discrete Hartley Transform))辞書と呼ぶ．辞書作成に

あたって式(9)を用いて行った． 

𝑋ୈୌ୘(𝑢, 𝑣) =
1

𝑁
෍ ෍ cas ቆ

2𝜋

𝑁
(𝑚𝑢 + 𝑛𝑣)ቇ

ேିଵ

௡ୀ଴

ேିଵ

௠ୀ଴

 

for 𝑢, 𝑣 = 1，2，・・・，𝑁 − 1. (9) 
DST 辞書と K-SVD アルゴリズムによって学習を行った K-
SVD_DST 辞書の画像を図 3 に示す． 

    (a)DHT 辞書     (b)K-SVD_DHT 辞書 
図 3 提案手法 2：DHT による辞書 

図 3より，DHT辞書の特徴として，cas𝜃=sin𝜃+cos𝜃を表し

た関数を用いて辞書の作成を行っている為，周期的かつ規

則的な基底となっており，基底配列における四隅が低周波

成分となり，中心に向かうにつれ高周波成分になっている．

また，実数のみの計算となる為，高速で構築することが可

能である．学習後の特徴として，中心成分に向けて基底が

低周波成分に変化が起きていることが分かる．また，他 2
つの辞書同様，同じパターンの基底が作成されていること

が分かる． 

4. 評価実験 
本評価実験では，K-SVD における辞書学習の時間の比較

と初期辞書と学習辞書を用いて画像のノイズ除去を行い辞

書性能の評価について行った．学習に用いる初期辞書とし

て，DCT辞書，DST辞書，DHT辞書を使用し辞書学習の時

間の計測を行った．K-SVD 辞書学習を行うにあたって，学

習繰り返し回数を 15 回とし，試行回数を 30 回行った．以

下に，各辞書の学習にかかった時間について表 1 に示す． 

表 1：K-SVD 辞書学習にかかる時間 
 DCT DST DHT 
Time(sec) 350.63 408.48 336.09 

次に，標準偏差σ=5.0，10.0，15.0，20.0 のガウシアンノ

イズを付与した画像に対して初期辞書と学習辞書を用いて

ノイズ除去を行う．ノイズ除去における評価方法として，

PSNR[dB]を用いて行った．各辞書を用いてノイズ除去を

行った結果を表 2 に示す． 

表 2：ノイズ除去における PSNR[dB] 

 5.0 10.0 15.0 20.0 

DCT 34.035 31.775 29.561 27.687 

KSVD_DCT 36.382 32.672 29.829 27.171 

DST 30.397 29.109 27.590 26.112 

KSVD_DST 35.141 32.264 29.568 27.505 

DHT 35.416 32.366 29.750 27.672 

KSVD_DHT 36.363 32.665 29.840 27.723 

表 1 より，辞書学習にかかる時間について，着目すると

従来手法である DCT 辞書の学習時間より DHT 辞書の方が

高速であることが分かった．表 2 より，PSNR についても

標準偏差が 15.0，20.0 でも精度が高いことが分かる． 

5. まとめ 
本研究では，K-SVD による辞書学習において初期辞書の

設定では，従来手法である DCT 辞書より DHT 辞書を用い

た方が有用的であることが分かった． 
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