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1 はじめに
グラフとは，頂点集合 𝑉 と辺集合 𝐸 からなる組 (𝑉, 𝐸)
で表される離散構造であり，複雑な関係性をもつ実世界
のデータを形式的に記述・解析するための基本的枠組み
として広く用いられている．その応用範囲は多岐にわ
たり，大規模な社会ネットワークにおける構造的性質
の解析 [12]，ハイパーリンク構造に基づく検索エンジ
ンの設計 [2]，ネットワーク構造における時間的変化を
考慮したセキュリティ評価 [6]をはじめ，細胞内の分子
間相互作用を表すシグナル伝達ネットワークの構造解
析 [9, 10]，グラフ同型アルゴリズムに基づく化学構造の
比較 [13]，サイクルや木といったグラフパターンに基づ
く特徴抽出を通じた，分子の活性などを判定する予測モ
デルの構築 [7]に至るまで多様である．
この中でも，2頂点 𝑠, 𝑡 間の単純パス（𝑠–𝑡 パス）の数
え上げは，古典的な問題であり，交通網やナビゲーショ
ンシステムにおけるルート提示 [3]，災害時における重
要インフラの脆弱性評価 [11]など，実社会における多く
の応用においても現れる．一方で，𝑠–𝑡 パスの数え上げ
問題は #P完全であり，一般には指数時間を要する計算
困難な問題である [14]．ゆえに，実社会で扱われる大規
模グラフにおいては，前処理によって，𝑠–𝑡 パスの数え
上げに寄与しない，すなわち不要な頂点（および辺）を
除去し，探索空間を削減することが極めて重要となる．
無向グラフにおいては 𝑠–𝑡 パスの数え上げにおける不

要な頂点を除去する手法として，Block-cut tree (BC-tree)
に基づくアプローチが知られている [1]．有向グラフに
おいても，辺の向きを無視して無向グラフとして扱い，
BC-treeに基づく手法を適用することで，一部の不要な
頂点を削除できる場合がある．しかし，図 1に示すよう
な頂点は，𝑠–𝑡 パスの数え上げに寄与しないにもかかわ
らず，BC-treeに基づく手法では削除できない．
問題設定．このような背景のもと，本研究では以下の判
定問題を定式化する：
有向 𝑠–𝑡パスにおける頂点の不要性判定問題（Irrelevant
Vertex in Directed Paths Problem：IVDP）
入力：有向グラフ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，および頂点 𝑠, 𝑣, 𝑡 ∈ 𝑉．
質問：頂点 𝑣を通る 𝑠–𝑡パスが存在しないか？すなわち，
頂点 𝑣は不要か？

図 1 BC-treeに基づく前処理では除去できない頂点の例．こ
の有向グラフにおいて，𝑠–𝑡 パスは 𝑠 → 𝑎 → 𝑏 → 𝑡 の 1通り
だけであり，頂点 𝑣は含まれない．
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図 2 BC-treeに基づく前処理を行った有向グラフ（左図，557
頂点）と，左の有向グラフに対して設計したヒューリスティッ
クを適用した結果（右図，90頂点）．いずれのグラフも，赤色
の頂点が端点を表す．

本研究の貢献．本研究では，IVDPが coNP完全である
ことを示した．この結果から，IVDPは一般には多項式
時間で不要な頂点を検出することは期待できないと考え
られる．この困難性を踏まえ，ネットワークフローを用
いた，任意の頂点 𝑣 に対して 𝑂 (|𝑉 | + |𝐸 |) 時間で不要性
判定を行うヒューリスティックを設計した．さらに，本
手法を実装し，実世界の構造を模した複数の有向グラフ
に適用した結果，従来の BC-treeに基づく前処理では削
除できなかった多数の頂点および辺を削除できることを
確認した（図 2参照）．
論文の構成．本稿は以下の構成で進める．まず，第 2節
では，基本的な用語の定義と記法を示す．続く第 3 節
では，IVDPが coNP完全であることの証明を示す．第 4
節では，IVDPに対するヒューリスティックを提案し，
その有効性を計算機実験により評価する．最後に第 5節
で，結論と今後の課題を述べる．

2 基本的な用語と記法
2.1 グラフ
グラフ 𝐺 は，頂点集合 𝑉 と辺集合 𝐸 により構成され，

𝐺 = (𝑉, 𝐸) で表す．𝐸 = {(𝑢, 𝑣) | 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑢 ≠ 𝑣}が有向対
からなるとき，𝐺 の辺は有向辺，𝐺 は有向グラフとい
う．歩道とは，頂点列 ⟨𝑣1, . . . , 𝑣𝑘⟩であり，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1
を満たす各 𝑖について，(𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1) ∈ 𝐸 が成り立つものを
指す．また，頂点に重複のない歩道をパスと呼ぶ．歩道
またはパスにおいて，両端の頂点 𝑣1, 𝑣𝑘 を端点と呼び，
そのような歩道やパスを 𝑣1–𝑣𝑘 歩道，𝑣1–𝑣𝑘 パスと表記
する．また，2 つのパス 𝑃1, 𝑃2 が互いに頂点を共有し
ないとき，これらは点素であるという．頂点 𝑣 ∈ 𝑉 が，
𝑣1–𝑣𝑘 パスのいずれにも含まれないとき，𝑣 を不要な頂
点と呼ぶ．2頂点 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑉 間に 𝑠–𝑡 歩道が存在すれば，𝑠

から 𝑡 は到達可能といい，存在しなければ到達不可能と
いう．有向グラフ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)に対し，3頂点 𝑠, 𝑣, 𝑡 ∈ 𝑉 が
あり，𝑠から 𝑡が到達可能であるとする．このとき，𝑣を
削除して 𝑠から 𝑡 への到達可能性が失われる場合，𝑣 を
𝑠–𝑡 カット点という．グラフ 𝐺′ = (𝑉 ′, 𝐸 ′) が 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 およ
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図 3 フローネットワーク (上図)と，その残余ネットワーク
(下図)．フローネットワークにおいて，各辺におけるフローと
容量をフロー/容量の形で表す．残余ネットワークにおいて，
実線は「追加で流せるフローの容量」を，点線は「既存のフ
ローを逆方向に戻す量」を表す．

び 𝐸 ′ ⊆ 𝐸 を満たすとき，𝐺′ を 𝐺 の部分グラフという．

2.2 ネットワークフロー
フローネットワークとは，有向グラフ 𝐺 = (𝑉, 𝐸) に
対し，各辺 (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 に非負の容量 𝑐(𝑢, 𝑣) ∈ R≥0 を割り
当て，始点（ソース）𝑠 ∈ 𝑉 と，終点（シンク）𝑡 ∈ 𝑉 を
指定した構造であり，(𝐺, 𝑐, 𝑠, 𝑡) で表す．フローとは，
𝑓 : 𝐸 → R≥0 からなる関数であり，次の 2つの条件を満
たすものである．
(1)．（容量制約）すべての辺 (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 に対して，0 ≤

𝑓 (𝑢, 𝑣) ≤ 𝑐(𝑢, 𝑣)．
(2)．（流量保存）すべての 𝑣 ∈ 𝑉 \ {𝑠, 𝑡}に対して，𝑣に流
入するフローの総量と，𝑣 から流出するフローの総
量が等しい：∑

𝑢∈𝑉
𝑓 (𝑢, 𝑣) =

∑
𝑤∈𝑉

𝑓 (𝑣, 𝑤)．

フロー 𝑓 において，ソース 𝑠からシンク 𝑡 に送られるフ
ローの合計をフローの値といい，次のように定義する：

| 𝑓 | =
∑
(𝑠,𝑣) ∈𝐸

𝑓 (𝑠, 𝑣) −
∑
(𝑣,𝑠) ∈𝐸

𝑓 (𝑣, 𝑠)．

最大フロー問題とは，与えられたフローネットワーク
においてフローの値を最大化するような 𝑓 を求める問
題である．この問題に対しては，Ford-Fulkerson法 [8]や
Edmonds-Karpアルゴリズム [4] などの手法が知られて
いる．残余ネットワークとは，あるフロー 𝑓 に対して
定義されるネットワークであり，各辺において「追加で
流せるフローの容量」と「既存のフローを逆方向に戻
す量」の両方を明示的に表現する．具体的には，元の
ネットワーク 𝐺 = (𝑉, 𝐸) における各辺 (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 に対し
て，以下のような処理を行って構成される有向グラフ
𝐺 𝑓 = (𝑉, 𝐸 𝑓 )で表される（図 3参照）：

• 𝑓 (𝑢, 𝑣) < 𝑐(𝑢, 𝑣)であるとき，容量 𝑐 𝑓 (𝑢, 𝑣) = 𝑐(𝑢, 𝑣) −
𝑓 (𝑢, 𝑣)を持つ辺 (𝑢, 𝑣)を 𝐸 𝑓 に含める．

• 𝑓 (𝑢, 𝑣) > 0であるとき，容量 𝑐 𝑓 (𝑣, 𝑢) = 𝑓 (𝑢, 𝑣) を持
つ辺 (𝑣, 𝑢)を 𝐸 𝑓 に含める．
最大フロー問題と密接に関係する概念として，𝑠–𝑡
カットがある．𝑠–𝑡 カットとは，頂点集合 𝑉 を 𝑆 ⊂ 𝑉 と

図 4 最大フローに対応するネットワーク（上図）と，その
残余ネットワーク 𝐺 𝑓 および，𝐺 𝑓 に基づく最小カット (𝑆, 𝑇 )
（下図）．赤の点線はカット 𝐸 (𝑆, 𝑇 ) に含まれる辺を表し，そ
の容量は 7で最大フローの値に一致する．

その補集合 𝑇 = 𝑉 \ 𝑆 に分けることで定義され，𝑠 ∈ 𝑆,
𝑡 ∈ 𝑇 を満たすものを指す．このとき，𝑆 から 𝑇 に向か
うすべての辺の容量の総和を 𝑠–𝑡 カットの容量と呼び，
以下の式で与えられる（𝐸 (𝑆, 𝑇) は 𝑢 ∈ 𝑆, 𝑣 ∈ 𝑇 を満たす
すべての辺 (𝑢, 𝑣)の集合）：

𝑐(𝑆, 𝑇) =
∑

(𝑢,𝑣) ∈𝐸 (𝑆,𝑇 )
𝑐(𝑢, 𝑣)

すべての 𝑠–𝑡 カット (𝑆, 𝑇)の中で，カット容量 𝑐(𝑆, 𝑇)が
最小となるものを最小カットという．最大フローと最小
カットの間には，次の関係が成り立つ：

定理 1（最大フロー最小カット定理 [8]） 任意のネット
ワークにおいて，ソース 𝑠からシンク 𝑡 への最大フロー
の値は，最小カットの容量に等しい．

この定理に基づき，以下の手順で最小カットを求める
ことができる（図 4参照）．
Step 1. 与えられたネットワーク上で，任意の最大フ
ローを求める．

Step 2. 得られた最大フローに基づいて，対応する残
余ネットワーク 𝐺 𝑓 を構築する．

Step 3. 残余ネットワーク 𝐺 𝑓 において，ソース 𝑠から
容量が正の辺をたどって到達可能な頂点の集合 𝑆

を求める．
Step 4. 𝑇 = 𝑉 \ 𝑆 として，元のグラフ 𝐺 における 𝑠–𝑡
カット (𝑆, 𝑇) を構成する．このときの 𝐸 (𝑆, 𝑇) が，
最小カットを与える辺集合となる．

3 IVDPの計算困難性
本節では，以下の定理を示す：

定理 2 IVDPは co-NP完全である．

定理 2の証明にあたり，まず，帰着元の問題である有
向グラフにおける 2本の点素パス問題を示す．その後，
IVDPの補問題を定式化し，この補問題がクラス NPに
属し，かつ NP困難であることを示す多項式時間帰着を
構成することで，IVDPが co-NP完全であることを導く．

IVDPへの多項式時間帰着を構成するために，以下の
補助問題を導入する．
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図 5 directed 2-DPPのインスタンス 𝐺 = (𝑉, 𝐸 )（左図）を，
VPDPのインスタンス𝐺′ = (𝑉 ′ , 𝐸′ )（右図）に変換．白抜きの
頂点が追加された頂点，点線の辺が追加された辺を表す．

有向グラフにおける 2本の点素パス問題（2 Disjoint
Paths Problem in Digraphs：directed 2-DPP） [5]
入力：有向グラフ𝐺 = (𝑉, 𝐸)，および頂点 𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2 ∈ 𝑉．
質問：𝐺 において，𝑠1から 𝑡1へのパス 𝑃1と，𝑠2から 𝑡2
へのパス 𝑃2 が，互いに内部頂点を共有しない点素パス
として同時に存在するか？
この問題について，次の補題が知られている：

補題 3（[5]補題 3） directed 2-DPPは，NP完全である．

続いて，IVDPの補問題を導入する．IVDPは「頂点 𝑣

を通る 𝑠-𝑡 パスが存在しないか」を問う否定の形の問題
であり，その構造上，NP完全問題から直接の帰着を構
成することは難しい．そこで，本証明では「頂点 𝑣を通
る 𝑠-𝑡 パスが存在するか」を問う補問題を定式化し，こ
の問題が NP完全であることを示す．
有向 𝑠–𝑡 パスにおける頂点の通過可能性判定問題
（Vertex Passage in Directed Paths Problem：VPDP）
入力：有向グラフ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，および頂点 𝑠, 𝑣, 𝑡 ∈ 𝑉．
質問：頂点 𝑣 を通る 𝑠–𝑡 パスが存在するか？すなわち，
頂点 𝑣を通過して 𝑠から 𝑡 に到達することが可能か？
以降，VPDPがクラス NPに属することの証明および，

VPDPが NP困難であることの証明を示す．
(I) VPDPがクラス NPに属することの証明

VPDPにおいて答えが Yesである場合，その証拠とし
て「頂点 𝑣 を通る 𝑠–𝑡 パス 𝑃」を与えることができる．
ここで，確認すべき条件は次の通りである：

• 頂点列 𝑃が，𝑠から 𝑡 への有向パスであること．
• 頂点 𝑣がパス 𝑃の内部に含まれていること．
いずれの確認も，パス長は高々 |𝑉 |であるため，多項
式時間で実行可能である．ゆえに，VPDPはクラス NP
に属する．
(II) VPDPが NP困難であることの証明

VPDPの NP困難性を示すために，directed 2-DPPから
の多項式時間帰着を構成する．
(i)帰着の構成
(𝐺 = (𝑉, 𝐸), 𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2)を directed 2-DPPのインスタン

スとする．ここで，𝐺 = (𝑉, 𝐸)に新たな頂点 𝑣を追加し，
辺 (𝑡1, 𝑣) および (𝑣, 𝑠2) を加える．つまり，𝑉 ′ = 𝑉 ∪ {𝑣}，
𝐸 ′ = 𝐸 ∪ {(𝑡1, 𝑣), (𝑣, 𝑠2)}と定義し，𝐺′ = (𝑉 ′, 𝐸 ′) とする
（図 5 参照）．この変換は，多項式時間で構成可能で
ある．

(ii)帰着の正当性
上述の構成によって得られる VPDPのインスタンス
を元に，以下の二つが同値であることを示す．

(1) directed 2-DPPのインスタンス 𝐺 において，𝑠1 から
𝑡1 と 𝑠2 から 𝑡2 への点素な２つのパスが存在する

(2) VPDPのインスタンス 𝐺′ において，頂点 𝑣 を通る
𝑠1–𝑡2 パスが存在する

(1)⇒ (2)の証明
𝐺 = (𝑉, 𝐸) において，𝑠1 から 𝑡1 へのパスと，𝑠2 から

𝑡2 へのパスが点素であると仮定する．このとき，これら
のパスは，以下の形で記述できる：

• 𝑃1: 𝑠1 から 𝑡1 へのパス
• 𝑃2: 𝑠2 から 𝑡2 へのパス
𝑃1 と 𝑃2 は互いに頂点を共有しないため，𝑃1 の終点

𝑡1 と 𝑃2 の始点 𝑠2 を結ぶ追加の辺 (𝑡1, 𝑣) および (𝑣, 𝑠2)
を用いて，𝑠1 から 𝑡2 へのパス 𝑃を構成できる．ここで
𝑃は，𝑃1，頂点 𝑣，および 𝑃2 を順に接続したパスであ
り，𝑣 を通過している．ゆえに，𝐺′ = (𝑉 ′, 𝐸 ′) における
VPDPの答えは Yesとなる．
(2)⇒ (1)の証明
𝐺′ = (𝑉 ′, 𝐸 ′) において，頂点 𝑣 を含む 𝑠1–𝑡2 パス 𝑃が
存在すると仮定する．このとき，𝑃は，頂点 𝑣に着目す
ると，以下の形に分解できる：

• 𝑃1: 𝑠1 から 𝑡1 までの部分グラフ
• 𝑃2: 辺 (𝑡1, 𝑣), (𝑣, 𝑠2)からなるパス
• 𝑃3: 𝑠2 から 𝑡2 までの部分グラフ

ここで，𝑃1および 𝑃3は，グラフ 𝐺に含まれる頂点と辺
のみから構成されるため，それぞれ 𝑠1–𝑡1，𝑠2–𝑡2 のパス
となる．さらに，𝑃がパスであることから，𝑃1 と 𝑃3 は
点素である．ゆえに，𝐺 = (𝑉, 𝐸)における directed 2-DPP
の答えは Yesとなる．
以上より，VPDPのインスタンス 𝐺′ = (𝑉 ′, 𝐸 ′) におい
て答えが Yesであることと，元の directed 2-DPPのイン
スタンス 𝐺 = (𝑉, 𝐸)において答えが Yesであることは同
値であることが示せた．また，この変換は多項式時間で
構成可能であるため，VPDPは NP困難と言える．
以上より，IVDPの補問題である VPDPの NP完全で
あることから，IVDPは co-NP完全である．

4 IVDPに対するヒューリスティック
3節では，IVDPは co-NP完全な問題であり，一般に
は多項式時間で不要な頂点を検出することは期待できな
いことを示した．本節では，IVDPに対して実用的な計
算時間で動作し，実社会のグラフに対しても有効に機
能するヒューリスティックを提案する．4.1節では，提
案手法の構成と手順を，擬似コードを用いて詳述する．
4.2節では，提案する手法が不要な頂点の検出に対して
正しく機能すること（正当性）を示す．4.3節では計算
量の解析を行い，4.4節では，提案手法の拡張と，検出
が困難な構造の例を示す．最後に 4.5節にて，計算機実
験により提案手法の有効性を確認する．

FIT2025（第 24 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2025 by
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers and
Information Processing Society of Japan All rights reserved.

 3

第1分冊



図 6 頂点 𝑢（左図）を 𝑢in と 𝑢out に分割し，その間に容量 1
の辺 (𝑢in, 𝑢out ) を追加したグラフ（右図）．この変換により，
各頂点にも容量制約を持たせたネットワークが構成できる．

図 7 探索の起点 𝑎out（白抜きノード）から到達可能な頂点の
集合 𝑅（左図）と，左の残余ネットワークから 𝑅 ∪ {𝑎out} を
削除した後の構造（右図）．

4.1 ヒューリスティックの構成と実行手順
本節では，IVDPに対するヒューリスティックの構成
と，その実行手順について説明する．以降では，アルゴ
リズム 1に示した擬似コードに基づき，各手順の内容を
詳しく説明する．
1行目～2行目：初期化
不要な頂点の集合 𝑈 を 𝑠から到達不能な頂点で初期
化し，𝑉 から𝑈 を削除する．
4行目～5行目：頂点分割と容量の設定
まず，すべての辺に容量 1を設定し，ネットワークを

構成する．次に，各頂点 𝑢を 𝑢in, 𝑢out に分割する．その
上で，(𝑢in, 𝑢out) に容量 1の辺を追加することで，頂点
にも容量制約を持たせたネットワーク (𝐺′, 𝑐, 𝑠out, 𝑡in) を
構築する（図 6参照）．
6行目～11行目：𝑠 から 𝑣 への到達可能性の確認
ネットワーク 𝐺′ 上で 𝑠out から 𝑣in への最大フローの
一つを Ford-Fulkerson法により計算する．最大フローが
0の場合は，1行目で到達不能な頂点として既に検出さ
れているため考えなくてよい．また，最大フローが 2以
上の場合，本ヒューリスティックでは正当性を保証でき
ないため，このケースは以降の議論から除外する．以後
では，最大フローがちょうど 1のとき，すなわち 𝑠–𝑣パ
スが存在する場合に限定して考える．
その後，上記で求めた最大フローに対応する残余ネッ
トワーク 𝐺𝑅 を構築し，𝑠out から 𝑣in に至るパスの頂点
を，順に並べたものを 𝜋とする．
12行目～13行目：𝑠–𝑣 カット点の探索の初期化

𝑠–𝑣 カット点とは，単一の頂点の削除によって頂点
𝑠out から 𝑣in への到達可能性が失われる頂点を表す（2.1
節参照）．カット点の探索に先立ち，カット点の集合 𝐶

を空集合で初期化し，探索の起点 𝑢out を 𝑠out（𝜋の先頭
に位置する 𝑥out）とする．
14行目～26行目：𝑠–𝑣 カット点の探索
最初に，15 行目～20 行目から説明をする．ここで
は，まず 𝑢 を 𝑠–𝑣 カット点とし，集合 𝐶 に追加する
（𝑢out = 𝑠out の場合は除く）．次に，残余ネットワーク
𝐺𝑅 において，𝑢out から到達可能な頂点の集合 𝑅 を求
める．その後，𝜋から 𝑅および 𝑢out を削除し，さらに，

図 8 残余ネットワークにおいて，特定の最大フローに対して
選択された頂点 𝑐𝑖（𝑖 ∈ {𝛼, 𝛽, 𝛾}）および，𝑐𝑖 から到達可能な
頂点の集合 𝑅𝑖（𝛼→ 𝛽 → 𝛾 の順で選択）．すべての辺の容量
は 1に設定されており，黒色の辺は追加でフローを流せる方
向，赤色の辺は既存のフローを戻す方向を表す．

𝑅 ∪ {𝑢out}に含まれる頂点とそれらに接続する辺を，残
余ネットワーク 𝐺𝑅 から削除する（図 7参照）．

21行目以降では，次に探索の起点とする頂点 𝑢out を
決定する．頂点列 𝜋に 𝑥outが存在する場合は，その先頭
の 𝑥out を探索の起点として処理を継続する．一方，𝑥out
が存在しない場合は，探索を終了し，ループを抜ける．
27行目～30行目：カット点削除後の到達可能性の確認
グラフ 𝐺 から，カット点の集合 𝐶 に含まれる頂点と
その接続する辺を削除し，部分グラフ 𝐺′′ を得る．その
後，𝐺′′ において 𝑣 から 𝑡 へのパスが存在するかを，深
さ優先探索により確認する．パスが存在しない場合，𝑣

は不要な頂点であるとし，𝑈 に追加する．

4.2 正当性の証明
本節では，アルゴリズム 1によって検出された頂点 𝑣

が，𝑠–𝑡 パスの数え上げにおいて不要であることを示す．
この主張を導くにあたり，まず，14行目～26行目の 𝑠–𝑣
カット点の探索の手続きが，正しくカット点を検出して
いることを確認する．そこで，次の補題を導入する．

補題 4 ネットワーク (𝐺′, 𝑐, 𝑠out, 𝑣in) において，𝑠out と
𝑣in の間の最大フローが 1であるとき，ループ内で探索
の起点として選択される頂点 𝑢out（𝑠は除く）は，特定
の最大フローに対する 𝑠–𝑣カット点である．

証明 最大フローが 1であることから，𝑠out と 𝑣in の間
のフローはパスとなっている．いま，𝑢outを起点とした
とき，残余ネットワークにおいて到達可能な頂点の集合
𝑅は，𝑢–𝑣 パスの一部の流れを，𝑅内の頂点を経由する
別のパスに流し直すことが可能であることを意味する
（図 8参照）．したがって，𝑅に含まれる各頂点は，𝑢–𝑣
パスおいて必ずしも経由する必要がないことを意味し，
いずれも 𝑠–𝑣カット点にはなり得ない．そこで，𝑢out お
よび 𝑅の各頂点は，最大フローを構成する頂点列 𝜋 か
ら除外される．
この操作の後，𝜋に残る最初の頂点 𝑦outは，特定の最
大フローを構成するパス上の頂点であるが，𝑢outからは
残余ネットワーク上で到達不可能である．よって，𝑦を
通過しない限り 𝑠から 𝑣 へのパスは存在せず，𝑦 は 𝑠–𝑣
カット点であることが示される．
加えて，𝑦out から 𝑣in に至るパス上には，他にもカッ
ト点が存在する可能性がある．そこで，すでに探索済み
である 𝑢out および 𝑅 を残余ネットワークから削除し，
𝑦out を新たな起点として同様の操作を繰り返し行うこ
とで，特定の最大フローに対するすべてのカット点が検
出できる．
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アルゴリズム 1有向グラフにおける不要な頂点を検出するヒューリスティック
入力: 有向グラフ 𝐺 = (𝑉, 𝐸)，始点 𝑠，終点 𝑡

出力: 不要な頂点の集合𝑈

1: 𝑈 ← 𝑠から到達不能な頂点
2: 𝑉 ← 𝑉 \𝑈
3: for all 𝑣 ∈ 𝑉 \ {𝑠, 𝑡} do
4: すべての辺 𝐸 に対し，容量を 1に設定
5: 𝐺′ ←各頂点 𝑢を 𝑢in, 𝑢out に分割，有向辺 (𝑢in, 𝑢out)を追加し，容量を 1に設定
6: 𝑓 ← 𝐺′ 上で 𝑠out をソース，𝑣in をシンクとして Ford-Fulkerson法を実行
7: if 𝑓 ≥ 2 then
8: continue
9: end if

10: 𝐺𝑅 ←最大フローに基づく残余ネットワーク
11: 𝜋 ←最大フローのパス上に現れる頂点の列（出現順）
12: 𝐶 ← ∅ ⊲ 𝑠–𝑣カット点の集合
13: 𝑢out ← 𝑠out ⊲探索の起点
14: while 𝑢out ≠ ∅ do
15: if 𝑢out ≠ 𝑠out then
16: 𝐶 ← 𝐶 ∪ {𝑢}
17: end if
18: 𝑅 ←残余ネットワーク 𝐺𝑅 上で，𝑢out から到達可能な頂点の集合
19: 𝜋 ← 𝜋 \ (𝑅 ∪ {𝑢out})
20: 𝐺𝑅 ← 𝐺𝑅 から (𝑅 ∪ {𝑢out}) およびそれに接続する辺を削除
21: if 𝜋に 𝑥out が存在する then
22: 𝑢out ← 𝜋の先頭の 𝑥out
23: else
24: 𝑢out ← ∅
25: end if
26: end while
27: 𝐺′′ ← 𝐺 から 𝐶 に含まれる頂点（および接続している辺）を削除したグラフ
28: if 𝑣から 𝑡 へのパスが 𝐺′′ 上に存在しない then
29: 𝑈 ← 𝑈 ∪ {𝑣}
30: end if
31: end for
32: return 𝑈

次に，補題 4によって得られたカット点の集合 𝐶 が，
すべての容量 1の最大フローに共通して現れること，す
なわち 𝑠–𝑣パス全体に対するカット点の集合となってい
ることを示す．この主張を形式化するため，以下の補題
を導入する．

補題 5 補題 4 により得られたカット点の集合 𝐶 =
{𝑐1, . . . , 𝑐𝑘}は，すべての容量 1の 𝑠outから 𝑣inへの最大
フローが必ず通過する頂点の集合である．すなわち，𝐶

は 𝑠–𝑣パス全体に対するカット点の集合である．

証明 背理法によりこれを証明する．仮定として，𝐶 が
𝑠–𝑣 パス全体に対するカット点となっていない，すなわ
ち，𝐶 の頂点を通らないパスがあるとする．
まず，𝑠–𝑣 パスが 𝐶 の一部の頂点 𝑐𝑖 を通過しない場
合を考える．簡単化のため，𝑐0 = 𝑠out とする．ここで，
アルゴリズム 1の 1行目～2行目の初期化処理により，
到達不能な頂点はあらかじめ削除されているため，すべ
ての頂点はいずれかの 𝑅𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘}) に含まれる．
一方で，補題 4の議論から，任意の 𝑅𝑖 → 𝑅 𝑗（𝑖 < 𝑗）へ
の有向辺は存在しない．すなわち，図 8において，𝑅𝛼

中の頂点 𝑥 から 𝑅𝛾 中の 𝑦 へ向かう有向辺は存在しな
い．よって，特定の頂点 𝑐𝑖 を回避するパスは存在せず，
矛盾する．
次に，𝑠–𝑣パスが 𝐶 のすべての頂点を通過しない場合

を考える．これは，𝑐0 から到達可能な 𝑅0 の頂点のみを
通過して 𝑡in まで到達可能なパスが存在している状況を
表す．しかし，ここで得られるパスは，補題 4により得
られた特定の最大フロー（パス）と同時に実現でき，最
大フローが 1という条件に反する．ゆえに，このような
パスも存在しない．

ゆえに，任意の 𝑠–𝑣パスは，必ずカット点の集合 𝐶 を
通過する必要がある．したがって，𝐺 から 𝐶 を削除す
れば，𝑠から 𝑣 への到達可能性は失われ，𝑣 を含むいか
なる 𝑠–𝑡 パスも，𝑣 から 𝑡 へのパスが存在しない限り成
立しない．ゆえに，𝑣から 𝑡へのパスが存在しなければ，
𝑣は 𝑠–𝑡 パスの数え上げにおいて不要な頂点と言える．

4.3 時間計算量の解析
本節では，アルゴリズム 1における各ステップの実行
時間を分析し，提案手法の時間計算量を導出する．
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図 9 残余ネットワーク 𝐺𝑅 に対する 𝑠out からのカット点探
索の流れの概略．赤色の辺は，既存のフローを戻す方向を表
す．各反復において，𝑢out を起点として BFSにより到達可
能な頂点 𝑅（色付き領域）を探索する．探索済みの成分は削
除され，次の頂点 𝑥out（白抜き頂点）から処理が再開される
（𝛼→ 𝛽 → 𝛾 → 𝛿 の順）．この手順の繰り返しにおいて，すべ
ての頂点・辺は高々一度しか探索されない．

1行目～2行目：初期化
𝑠から到達不能な頂点の探索は，幅優先探索（Breadth-

First Search: BFS）により 𝑂 (|𝑉 | + |𝐸 |) で確認できる．
4行目～5行目：頂点分割と容量の設定
各頂点 𝑢 を 𝑢in, 𝑢out に分割し，対応する辺 (𝑢in, 𝑢out)
を追加する処理は 𝑂 (|𝑉 |) 時間で実行可能である．また，
すべての辺の容量を 1に設定する操作は 𝑂 (|𝐸 |) 時間で
行えるため，このステップ全体の計算量は 𝑂 ( |𝑉 | + |𝐸 |)
となる．
6行目～11行目：𝑠 から 𝑣 への到達可能性の確認
𝐺′上で 𝑠outから 𝑣inへの最大フローを，Ford-Fulkerson
法に基づくアルゴリズムで計算する．ただし本手法で
は，すべての辺と頂点の容量が 1に設定されており，フ
ローが 2以上存在するかどうかを確認できれば十分であ
る．そのため，増加路の探索を最大でも 2回までに制限
することで，計算量は 𝑂 (|𝑉 | + |𝐸 |) に抑えられる．
14行目～26行目：𝑠–𝑣 カット点の探索
この部分では，残余ネットワーク 𝐺𝑅 上で，𝑢out から
の到達可能な部分グラフを用いて，𝑠–𝑣 カット点の集合
𝐶 を段階的に抽出する．ここで，Whileループ全体の計
算量は 𝑂 (|𝑉 | + |𝐸 |) である．その理由は以下の通りであ
る（図 9参照）：

• 各ループでは，到達可能な頂点の集合 𝑅を BFSに
よって計算するが，探索対象は 𝐺𝑅 上の未探索部分
に限定される．

• 各頂点および辺は，𝐺𝑅 から削除される際に一度だ
け処理されるため，BFS全体の合計コストも高々
𝑂 (|𝑉 | + |𝐸 |) に収まる．

• 𝜋の先頭の 𝑥outを選択する操作は，キューなどの構
造で保持することで 𝑂 (1)で行える．

このように，逐次的に分解された単一の探索であるた
め，計算量は 𝑂 (|𝑉 | + |𝐸 |) に抑えられる．
27行目～30行目：カット点削除後の到達可能性の確認
カット点の集合 𝐶 に含まれる頂点とその接続する辺
を元のグラフ 𝐺 から削除し，部分グラフ 𝐺′′を構築する

図 10 𝑠–𝑣 パスに基づく手法では不要な頂点として検出でき
なかった頂点が，𝑣–𝑡 パスに基づく手法により検出される例．
𝑠–𝑣パスに対しては，カット点（単一の頂点の削除によって到
達可能性が失われる頂点）の集合 𝐶 が空であり，削除が行え
ない．一方，𝑣–𝑡 パスに対しては，カット点 𝑎, 𝑏を削除するこ
とで，𝑣が不要な頂点として検出される．

操作は，𝑂 (|𝑉 | + |𝐸 |) 時間で実行可能である．その上で，
𝐺′′上で 𝑣から 𝑡へのパスの有無を確認する処理は，BFS
により 𝑂 ( |𝑉 | + |𝐸 |) で確認できる．したがって，このス
テップ全体の計算量も 𝑂 (|𝑉 | + |𝐸 |) である．
全体の計算量
初期化を除く，以上の手順を，すべての 𝑣 ∈ 𝑉 \ {𝑠, 𝑡}
に対して繰り返すため，アルゴリズム全体の計算量は
𝑂 (|𝑉 | · ( |𝑉 | + |𝐸 |)) となる．

4.4 ヒューリスティックの拡張と限界
本節では，これまでに述べたヒューリスティックに対
して適用可能な拡張的な手法を紹介する．あわせて，本
手法では検出できない不要な頂点の構造例を示し，その
限界について考察する．
本ヒューリスティックは，ある頂点 𝑣 に対してまず

𝑠–𝑣 パスに着目し，その内部に現れるカット点の集合を
取得する．そして，この集合を削除した後，𝑣 から 𝑡 へ
のパスの有無を確認することで，𝑣 が不要な頂点であ
るかを判定するというものである．これに対して，𝑣–𝑡
パスを先に用いてカット点の集合を構成し，その後に
𝑠–𝑣 パスの存在を調べるという，対称的な手法も考えら
れる．
このように判定の手順を切り替えることで，𝑠–𝑣 パ
スに基づく手法では不要として検出できなかった頂点
が，新たに検出される場合がある（図 10参照）．そこ
で，𝑠–𝑣 パスと 𝑣–𝑡 パスの両方に対して対称的に判定を
行うことで，一方の手順では検出できなかった不要な頂
点が，新たに検出される可能性がある．
さらに，不要な頂点として検出された頂点の集合 𝑈

に対して，それらを一括で削除するのではなく，逐次的
に削除していくことで，グラフのサイズを段階的に縮小
でき，後続の判定処理を高速化できる．このとき，削除
の順序が後続の判定結果に影響しないことが重要であ
る．以下の補題は，この性質を形式的に保証するもので
ある．

補題 6 アルゴリズム 1によって不要な頂点として検出
された頂点の集合 𝑈 に対し，𝑈 の各要素を任意の順序
で削除しても，最終的に得られる不要な頂点の集合は変
わらない．

証明 任意の頂点 𝑣 ∈ 𝑉 \ {𝑠, 𝑡}に対し，𝑣 が不要かどう
かの判定は，𝑠–𝑣 パスと 𝑣–𝑡 パスの存在に基づいて行わ
れる．いま，𝑣より先に，別の不要な頂点 𝑣′ が削除され
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図 11 本ヒューリスティックでは削除できないグラフの例．
𝑠–𝑣カット点および 𝑣–𝑡 カット点がいずれも存在しない．

たとする．このとき，𝑣′ を通過する 𝑠–𝑡 パスは，もとも
と存在しないことが不要性の判定によって保証されてい
る．したがって，𝑣′ を削除しても，𝑣 を通過する 𝑠–𝑡 パ
スの存在には影響がない．一方で，𝑣′ を削除すること
で，残余ネットワークの構造が変化し，カット点の集合
や BFSの経路に差異が生じる可能性はある．しかし，𝑣

の不要性の判定は，𝑠–𝑣 および 𝑣–𝑡 の可到達性にのみ依
存するため，最終的に 𝑣 が不要かどうかの判定結果に
違いは生じない．この議論は任意の 𝑣, 𝑣′ ∈ 𝑈 に対して
成り立つため，𝑈 内の頂点は任意の順序で削除してよ
い．

一方で，本ヒューリスティックでは削除できない構造
をもつグラフも存在する．たとえば，図 11に示す有向
グラフでは，𝑠–𝑣 カット点および 𝑣–𝑡 カット点の集合 𝐶

がいずれも存在しないため，本手法によって不要な頂点
として検出することができない．
このような場合，複数の頂点からなるカット点の集合
の導入が有効となる可能性があるが，複数の頂点からな
るカット点の列挙には高い計算コストが伴う．したがっ
て，複数の頂点を同時に削除しなければ到達可能性を遮
断できないような構造に対しては，本手法では検出が困
難となる．

4.5 計算機実験
本節では，提案したヒューリスティックを，実社会の
データに基づく有向グラフに適用し，その有効性を検
証する．実験は，Intel Xeon CPU E5-2643 v4（3.40 GHz，
24 cores），メモリ 512 GBを搭載した Linux（CentOS 7.9）
環境で実施した．評価対象には，グラフ数え上げコンペ
ティション ICGCA 2024∗ にて提供された 50個の有向グ
ラフを用いた†．比較のため，辺の向きを無視して無向
グラフとして扱い，BC-treeに基づく従来手法を適用し
た結果も併せて示す．計算機実験の結果の一部を表 1
に示す‡．
この結果から，BC-treeに基づく従来手法よりも，多
くの頂点を削除できることが分かる．とくに cit-HepPh-
30-rawにおいては，従来手法により削除で削除できた割
合が全体の約 0.5%にとどまるのに対し，提案手法では
約 99.6%の頂点が削除可能であり，顕著な差が確認で
きる．また，図 2に示すグラフは，提案手法によって効
果的に削除が行えた p2p-Gnutella08-10-54-rawに対応し
ている．
∗ International Competition on Graph Counting Algorithms 2024の概要は

https://afsa.jp/icgca2024/index.htmlを参照．
† ベンチマークは https://afsa.jp/icgca2024/results.

htmlから入手可能である．
‡ 全 ベ ン チ マ ー ク に 対 す る 結 果 は https://afsa.jp/

icgca2024/files/user02/user02.pdfを参照．

図 12 従来手法によって頂点が削除されたのち，提案手法で
はいずれの頂点も削除できなかったグラフ．赤色の頂点は端
点を示す．

一方で，BC-treeに基づく従来手法のほうが，多くの
頂点を削除できる例も存在する．図 12に示す rsndlib-36
は，従来手法の適用後に残ったグラフであり，このグラ
フに対しては，提案手法を適用しても，いずれの頂点も
削除できなかった．この要因として，グラフ中に双方向
の辺が密に存在し，構造的に無向グラフに近い形になっ
ていることが挙げられる．このような場合には，提案手
法よりも，従来手法のほうが有効に機能する傾向がある
と考えられる．

5 おわりに
本研究では，有向グラフにおける 𝑠–𝑡 パスの数え上げ
に寄与しない頂点の検出に着目し，Irrelevant Vertex
in Directed Paths Problem（IVDP）を定式化した．IVDP
は，特定の頂点 𝑣 を通る 𝑠–𝑡 パスが存在するか否かを判
定する自然な問題であるが，その判定は coNP完全であ
り，一般には多項式時間で不要な頂点を検出することは
困難であることを示した．
この困難性をふまえ，IVDPに対するネットワークフ
ローに基づくヒューリスティックを提案した．本提案手
法は，時間計算量が 𝑂 ( |𝑉 | · ( |𝑉 | + |𝐸 |))に抑えられ，大規
模なグラフにも適用可能である．また，提案手法を実装
し，実社会のデータに基づく有向グラフに適用した結
果，従来の BC-treeに基づく手法では削除できなかった
多数の頂点を効果的に検出できることを確認した．
今後の課題として，以下の二点が挙げられる．第一
に，グラフ全体における「真に不要な頂点」がいくつ存
在するかを求めることである．提案手法によって削除さ
れた頂点の数は把握できるものの，それが不要な頂点全
体のどの程度に相当するかは分かっていない．ヒューリ
スティックの精度を評価するには，真に不要な頂点を厳
密に特定することが必要である．第二に，入力グラフの
クラスに着目することである．たとえば DAGやトーナ
メントグラフなどは，特有の構造的性質を持つ．これら
のクラスのグラフに対しては，その性質を活かすこと
で，より強力かつ効率的なヒューリスティックの設計が
可能になると考えられる．

FIT2025（第 24 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2025 by
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers and
Information Processing Society of Japan All rights reserved.

 7

第1分冊



表 1 BC-treeに基づく従来手法と，提案手法に基づく手法による削除される頂点の数およびその割合の比較（一部抜粋）
入力グラフ 各手法適用後の頂点数と入力に対する割合

ファイル名 頂点数 辺の数 従来手法 割合 [%] 提案手法 割合 [%]
airlines-migration-airrtraffic-airlines-8 235 2,101 192 81.7 190 80.9
cit-HepPh-10-30-raw 3,454 22,946 3,428 99.2 25 0.7
cit-HepPh-30-raw 10,363 139,133 10,316 99.5 37 0.4
email-EuAll-10-20-raw 26,521 120,582 10,763 40.6 6,084 22.9
email-EuAll-30-raw 79,564 220,304 24,342 30.6 12,061 15.2
matpower-case145-34 145 822 131 90.3 131 90.3
matpower-case1888rte-1420 1,888 4,500 784 41.5 779 41.3
matpower-case ACTIVSg200-140 200 477 130 65.0 129 64.5
north-g.100.0 100 191 67 67.0 32 32.0
north-g.12.79 12 26 12 100.0 7 58.3
north-g.41.26 41 82 34 82.9 12 29.3
north-g.42.5 42 109 30 71.4 20 47.6
north-g.55.30 55 130 47 85.5 7 12.7
p2p-Gnutella04-10-76-raw 1,087 2,157 994 91.4 156 14.4
p2p-Gnutella04-30-raw 3,262 10,968 3,093 94.8 1613 49.4
p2p-Gnutella06-10-200-raw 871 1,952 795 91.3 86 9.9
p2p-Gnutella06-30-raw 2,615 8,707 2,455 93.9 1084 41.5
p2p-Gnutella08-10-54-raw 630 1,574 557 88.4 90 14.3
p2p-Gnutella08-30-raw 1,890 6,951 1,729 91.5 781 41.3
p2p-Gnutella24-10-118-raw 2,651 4,640 2,211 83.4 126 4.8
p2p-Gnutella24-30-raw 6,258 1,1759 5,154 82.4 469 7.5
p2p-Gnutella31-10-92-raw 18,775 54,012 15,326 81.6 7,023 37.4
rsndlib–36 100 300 90 90.0 90 90.0
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