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1 はじめに
正方形詰込み問題は、一辺の長さが 1, 2, . . . , N の連
続したN 個の正方形をより大きな正方形の枠内に重な
りなく配置する問題である。N が 40以下でも未解決
問題が存在する [4, 7]など求解困難であるが、電子回
路における素子配置、倉庫内での商品や資材の効率的
な配置、印刷物のレイアウト設計にける異なる図形の
ページ内での効率的な配置、など様々な応用がある問
題である。
本稿では、正方形詰込み問題に対して基本制約と対
称性除去制約の二つの制約を考える。前者はN 個の正
方形をお互いに重ならないように配置する制約であり、
後者は一辺の長さがN である最大正方形の配置位置を
制限し、対称性に起因する無駄な探索を除去する制約
である。
性能評価のため、N = 15, 16, . . . , 40の問題を用いて
実験を行った。評価には、Z3[5]とGurobi[1]の二つの
ソルバーを用いた。Z3は SMT(Satisfiability Modulo

Theories)ソルバー、Gurobiは代表的な数理最適化ソ
ルバーである。正方形詰込み問題 52問を用いた比較実
験では、Z3が Gurobiに比べて 6割ほど多くの問題を
解くことができた。

2 正方形詰込み問題
一辺の長さが iの正方形を単に正方形 iと呼ぶこと
にする。正方形詰込み問題は、次のような決定問題で
ある。
正方形詰込み問題：連続したN 個の正方形 1, 2, . . . , N

を正方形 Lの枠内に互いに重ならないように配置する
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図 1: N = 40, L = 150の解

ことができるか否かを判定せよ。また、できるのであ
ればその配置を示せ。
正方形詰込み問題は N と Lが与えられれば一意に
決定する。図 1は、N = 40, L = 150の解の例である。
正方形詰込み問題は、N と Lが入力として与えられ
る決定問題であるが、与えれたN に対して詰込み可能
な Lの最小値を求める問題は、正方形詰込み最適化問
題と呼ばれる。

3 基本制約と対称性除去制約
デカルト座標を用いて問題を定式化する。正方形 L

の左下の座標を原点 (0, 0)にとり、他の 3点の座標を
(L, 0), (L,L), (0, L)とする。また、正方形 iの左下の座
標を (xi, yi)とする。本稿では、正方形を斜めに置くこ
とは考慮しないので、他の 3点の座標は (xi+i, yi), (xi+

i, yi + i), (xi, yi + i)となる。

FIT2025（第 24 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2025 by
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers and
Information Processing Society of Japan All rights reserved.

 119

A-023

第1分冊



3.1 基本制約
正方形 iが正方形 L内に配置される制約は次のよう
に表す（1 ≤ i ≤ N）。

0 ≤ xi ≤ L− i

0 ≤ yi ≤ L− i

xi, yi ∈ Z

二つの正方形 iと j が互いに重ならない制約は次の
ように表す（1 ≤ i < j ≤ N）。
xi + i ≤ xj ∨ xj + j ≤ xi ∨ yi + i ≤ yj ∨ yj + j ≤ yi

この制約は正方形 iと j が上下左右それぞれの方向
に重ならないことを表している。Z3にはこの制約をそ
のまま入力することができるが、Gurobiではできない
ため、0-1変数 hi,j と vi,j を導入して次のような制約
として表す [6]。ここで、hi,j = 1は iが j の左にある
ことを表し、hi,j = 0はそうでないことを表す。また、
vi,j = 1は iが j の下にあることを表し、vi,j = 0はそ
うでないことを表す（1 ≤ i, j ≤ N, i ̸= j）。

xi + i ≤ xj + L(1− hi,j)

yi + i ≤ yj + L(1− vi,j)

hi,j + hj,i + vi,j + vj,i ≥ 1

hi,j , vi,j ∈ {0, 1}

3.2 対称性除去制約
詰込み配置には対称性がある。例えば、一つの配置
を 90°回転しても見た目は違う詰込み配置が得られる
が実質的には同じ配置である。このような対称性を除
去するために最大正方形N に着目した次のような制約
を導入する [3]。

xN ≤ ⌊(L−N)/2⌋

yN ≤ xN

4 性能評価
基本制約と対称性除去制約を評価するために、N =

15, 16, . . . , 40のそれぞれのN に対して、Lの下限値と
その+1の値の問題（全 52問）を用いて実験を行った。
ここで Lの下限値とは、詰め込むN 個の正方形の面積
の和から求まる値、具体的には

√∑N
i=1 i

2 以上の最小
の整数である。
実験環境は、Linux マシン（Intel Xeon W-

1270Px16、メモリ 64GB）である。1問当たり制限時

間は 10000 秒とした。計算時間はソルバーの前処理
時間を含む。表 1 に結果を示す。T.O. は制限時間内
では解けなかったことを表す。また、各問題に対して
最も短時間の CPU 時間をボールド体で記している。
配置の欄の○は配置があることを、×は配置がないこ
と、つまりどうやっても正方形を詰め込むことができ
ないことを、？は（今回の実験では）不明であること
を表す。
Z3とGurobiを比べると、基本制約のみ、基本制約+

対称性除去制約、いずれも Z3の性能がGurobiに勝っ
ていることが分かる。解けた問題数で比べると 1.6倍
程度の開きがある。また、GurobiはN が 30を超える
とほとんど解けなかった。
平均的には対称性除去制約の効果はあるようにみえる
が、問題によっては性能低下をもたらしているものもあ
る。対称性除去制約により探索空間は削減されるが、探
索空間における解の密度は変わらないことが原因である
と思われる。ただし、密度が 0である配置がない問題で
は、探索空間の削減効果が現れている（N = 18, L = 46

とN = 24, L = 70）。
佐古田ら [7] は、基本制約といくつかの追加制約の

SAT符号化を用いた解法を提案し評価している。使用
CPUに違いがあり、直接の比較はできないが、Z3の
性能と概ね似たような傾向を示している。すなわち、
一方ですぐ解ける問題は他方でもすぐに解け、一方で
時間を要する問題は他方でも時間を要する。ただN =

24, L = 70の１問だけ、Z3（基本+対称性）で解けて
いるのに対し、佐古田らは解けていない。
正方形詰込み最適化問題は OEIS の A005842: In-

teger Sequences3に、現在までに判明している最適値
が示されている。今回の実験で扱った問題（N ≤ 40）
で、この最適値に対応する配置が得られなかったのは、
(N,L) = (36, 128), (37, 133), (39, 144)の 3問であった。

5 まとめ
本稿では、正方形詰込み問題の基本制約と対称性除
去制約を用いた解法実験を行った。よく知られている
数理最適化ソルバー Z3とGurobiの性能比較を行った
ところ Z3の優位性が示された。また、対称性除去に
よる計算時間短縮効果も確認できた。今後はこの知見
を踏まえて、長方形詰込み問題、直方体詰込み問題に
チャレンジしていきたい。

3http://oeis.org/A005842
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表 1: 計算時間の比較（単位：秒）
N L 配 Z3 Gurobi

置 基本 +対称 基本 +対称
15 36 ○ 0.06 0.05 0.04 0.11

37 ○ 0.06 0.05 0.04 0.05
16 39 ○ 0.99 0.12 0.82 1.32

40 ○ 0.08 0.06 0.05 0.06
17 43 ○ 0.48 0.09 0.23 0.95

44 ○ 0.14 0.06 0.14 0.11
18 46 × 196.14 25.47 T.O. T.O.

47 ○ 0.51 0.10 0.79 0.14
19 50 ○ 69.04 0.45 635.58 1356.16

51 ○ 0.28 0.08 0.55 0.77
20 54 ○ 4.24 1.57 100.70 25.93

55 ○ 0.34 0.08 0.35 0.22
21 58 ○ 22.78 4.93 115.65 8.59

59 ○ 0.75 0.10 0.96 0.37
22 62 ○ 188.13 365.09 T.O. T.O.

63 ○ 1.14 0.29 2.23 1.78
23 66 ○ 404.61 728.63 T.O. T.O.

67 ○ 2.73 1.23 2.99 4.83
24 70 × T.O. 7420.44 T.O. T.O.

71 ○ 27.46 11.16 86.17 146.34
25 75 ○ 134.75 145.93 6690.79 T.O.

76 ○ 3.30 0.24 2.15 2.66
26 79 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

80 ○ 2.46 1.85 25.11 111.77
27 84 ○ 26.73 13.10 85.27 8454.95

85 ○ 13.64 0.49 2.09 0.91
28 88 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

89 ○ 29.38 3.67 122.39 3.91
29 93 ○ 1137.05 2334.99 T.O. T.O.

94 ○ 4.72 1.16 18.72 5.60
30 98 ○ 623.58 26.37 T.O. T.O.

99 ○ 25.44 3.74 2.32 22.64
31 103 ○ 243.82 146.38 T.O. T.O.

104 ○ 25.79 1.64 38.76 4.17
32 107 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

108 ○ 169.96 56.54 T.O. T.O.
33 112 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

113 ○ 53.83 350.39 T.O. T.O.
34 117 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

118 ○ 2004.25 699.94 T.O. T.O.
35 123 ○ 563.10 408.75 T.O. T.O.

124 ○ 42.84 28.02 T.O. 493.51
36 128 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

129 ○ 119.89 150.85 T.O. T.O.
37 133 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

134 ○ 2002.31 763.15 T.O. T.O.
38 138 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

139 ○ T.O. 9916.58 T.O. T.O.
39 144 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

145 ○ 684.92 186.47 T.O. T.O.
40 149 ? T.O. T.O. T.O. T.O.

150 ○ T.O. 9324.43 T.O. T.O.
解けた問題数 39 42 25 25
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