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概 要

単純無向グラフG = (V,E)の S ⊆ V がすべての辺について, その端点のうち少なくとも 1つを含むかまたは両
端点に隣接する頂点を少なくとも 1つ含むとき S を hub cover setという. Minimum hub cover set問題は,与え
られたグラフ G = (V,E)の hub cover setで要素数が最小なものを見つける問題である. この問題に, Minimum
hitting set問題からの近似率保存還元を与え, P=NPでない限り近似率が定数倍以内となる多項式時間アルゴリズ
ムが存在しないこと, またNPがDTIME(nlog log n)に含まれない限り, 任意の ϵ > 0に対して近似率 (1−ε) ln |E|

|V |
以内で解ける多項式時間アルゴリズムは存在しないことを示す.

1 はじめに
本稿で取り上げるのはMinimum hub cover set問

題の近似困難性についてである. 与えられた単純無
向グラフG = (V,E)に対し, すべての辺 (u, v) ∈ E

について, その端点 (u, v)のうち少なくとも 1つを
含むか, uと v の両端点に隣接する頂点 rを含む集
合 S ⊆ V で要素数が最小となるものを見つける問
題をMinimum hub cover set問題という.

この問題を効率よく解くことができるアルゴリズ
ムは, グラフデータベースのクエリ処理において大
幅なコスト削減につながると主張されている [1]. さ
らに, 物流ネットワークの輸送コストを減らすこと
を目的とした中継地点の位置選択に利用することが
できる [2].

Minimum hub cover set問題とよく似た問題と
して, 最小頂点被覆問題がある. この問題は, 与えら
れた単純無向グラフG = (V,E)に対し, すべての辺
(u, v) ∈ E について, その端点 (u, v)のうち少なく
とも 1つを含む集合 S ⊆ V で要素数が最小となる
ものを見つける問題である. 3角形の構造を持たな
いグラフに対しては, これらの問題は同等である.

文献 [3]では, k個の外平面的グラフに分解できる
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グラフ対して, k+1
k
-近似アルゴリズムが提案されて

いる. さらに, 文献 [4]では, 任意のグラフに対して,

Minimum hub cover set問題はNP困難であること
が示されており, ln |E|の近似率を持つ多項式時間ア
ルゴリズムが提案されている. しかし, 多項式時間
近似アルゴリズムで近似率が ln |E|より小さい, た
とえば定数倍の近似率を達成できる多項式時間アル
ゴリズムが存在するかどうかはわかっていなかった.

　本稿では, hitting set問題と呼ばれる問題からhub

cover set問題への多項式時間近似率保存還元を与え,

hitting set問題の近似困難性を用い, hub cover set

問題について, P=NPでない限り, 近似率が定数倍
以内となる多項式時間アルゴリズムが存在しないこ
と,またNPがDTIME(nlog log n)に含まれない限り,

ϵ > 0に対して近似率 (1 −ε) ln |E|
|V | 以内で解ける

多項式時間アルゴリズムは存在しないことを示す.

　 2節では, 本稿で取り上げる 2つの組合せ最適化
問題（hitting set問題, hub cover set問題）の定義
とともに, 組合せ最適化問題, 近似アルゴリズム, 多
項式時間近似率保存還元などの定義を述べる. 3節
では, hitting set問題から hub cover set問題への
多項式時間近似率保存還元を与え, その証明を述べ
る. 合わせて, hitting set問題についての既知の結
果から導き出される, hub cover set問題の性質を記
述する. 4節では結果のまとめと今後の課題につい
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て述べる.

2 準備
この節では本稿の議論において, 必要な知識をい

くつか示す. まず, Minimum hub cover set問題と
Minimum hitting set問題の定義を述べる.

定義 2.1 (Minimum hub cover set問題). 単
純無向グラフG = (V,E)の S ⊆ V が, すべての辺
について以下の 3つの条件のうち, 少なくとも 1つ
を満たすならば, S は Gの hub cover setであると
いう.

1. u ∈ S.

2. v ∈ S.

3. r ∈ Sかつ (r, u) ∈ Eかつ (r, v) ∈ E.

ある辺 eに対して hub cover set Sに含まれる v ∈ S

がその端点, あるいは両端点の隣接点であるとき, v

は eをカバーするという. minimum hub cover set

問題は与えられたグラフ G = (V,E)の hub cover

setで要素数が最小のものを見つける問題である.

文献 [4]の中で, minimum hub cover set問題は
NP困難であること, 近似率 ln |E|の多項式時間近
似アルゴリズムが存在することが述べられている.

定義 2.2 (Minimum hitting set問題). 有限集
合 U , C = {c1, c2, . . . , cn}, ci ⊆ U とした (U,C)

の S′ ⊆ U がすべての iについて, ci の要素の中で
少なくとも 1つを含むとき, S′ を hitting set であ
るという. minimum hitting set問題は与えられた
(U,C)の hitting setで要素数が最小のものを見つけ
る問題である.

この問題はminimum set cover問題と同等な問題
であることが [5]によって示されており, P=NPで
ない限り, 近似率が定数倍以内となる多項式時間ア
ルゴリズムは存在しないことが [6]によって示され
ている. さらに, NP ⊂ DTIME(nlog log n) でない限
り, ε > 0に対して (1−ε) ln |U |以内で解ける多
項式時間アルゴリズムは存在しないことが [7]によっ
て示されている.

　次に, 一般的な組合せ最適化問題と近似アルゴリ
ズムの定義を述べる.

定義 2.3 (組合せ最適化問題と近似アルゴリズム).

組合せ最適化問題 Pは, 有限アルファベット上で適
切な符号化によって表現される (1) インスタンスの
集合 InstP, (2) 任意のインスタンス x ∈ InstP に
ついて定まる実行可能解の集合 SolP, (3) xとその
解 sに非負整数（コストまたは利得）を与える測度
関数mP,x(s) : SolP(x) → Z+, そして (4) 最大化
または最小化の指定, の組である.

最適化問題Pのインスタンス xの実行可能解のう
ち, 最小化問題においては最も測度（コスト）が小さ
い解を, 最大化問題においては最も測度（利得）が
大きい解を最適解という.

以後, 本稿では最小化問題のみを扱う.

定義 2.4. ある多項式時間アルゴリズムAが最小化
問題 Pの任意のインスタンス xに対して |x|の多項
式時間内に解 A(x) ∈ SolP(x) を出力するとする.

任意のインスタンス x ∈ InstP に対して Aの出力
する解 s = A(x)のコストmP,x(s)が xの最適解 s∗

のコストに対する比が高々 r > 1でおさえられる.

つまり
mP,x(s)

mP,x(s∗)
< r (1)

となるとき, Aを最小化問題 Pの多項式時間 r-近似
アルゴリズムであるという.

最後にAPX-還元の定義を述べる.

定義 2.5. 組合せ最適化問題 A から組合せ最適化
問題Bへの APX-還元とは, 以下を満たす関数の組
(f, g, δ)である：

1. Aの任意のインスタンス x ∈ InstA から Bの
インスタンス f(x) ∈ InstB への多項式時間変
換 f : InstA → InstB.

2. f(x) の解 s ∈ SolB(f(x)) から x の解への
多項式時間変換 gA,f (x, s) : SolB(f(x)) →
SolA(x).

3. f(x)の解 s ∈ SB(f(x))が (1+ δ(ϵ))-近似であ
るとき g(x, s)が (1 + ϵ)-近似であることを保
証する関数 δ.
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3 Minimum hub cover set問題の
近似困難性

定理 1. Minimum hitting set問題からMinimum

hub cover set問題へ δ(ϵ) = ϵで APX-還元可能で
ある.

f は hitting setのインスタンス (U,C)から hub

cover setのインスタンスG = (V,E)への変換を以
下のように行う. C = {c1, c2, . . . , cn}, ci ⊆ U で
ある.

1. V = U ∪ {c̃1, c̃2, . . . , c̃n}とする.

2. ciごとに Vi = ci ∪ {c̃i}を頂点集合とし, Viの
全ての頂点間に辺を作り,その辺集合をEiとし
たとき, E = E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ Enとする. この
とき, Gi = (Vi, Ei)は完全グラフである.

性質 1. 任意の S ⊆ V について,すべての完全グラ
フGi(1 ≤ i ≤ n)が Vi ∩ S ̸= ϕ ⇔ S は hub cover

setである.

証明. 完全グラフGiの頂点集合 Viのある頂点 uが
S に含まれているとき, Ei に含まれる辺は,端点の
うち 1つが uか,両端点が uに隣接するので, Giの
辺はすべてカバーされている. これがすべての iに
対していえるので, すべての完全グラフGiについて
Vi ∩ S ̸= ϕならば, S は hub cover setである.

次に, Sが hub cover setであるならば, すべての
完全グラフGiについて Vi ∩ S ̸= ϕであることを示
す. 完全グラフGiには, 頂点 c̃iを端点に持つ辺 eが
存在する. S は, 辺 eの端点のうち少なくとも 1つ
を含むか, その両端点と隣接する頂点を含む必要が
ある. しかし, c̃i /∈ Vj (j ̸= i)なので, それらの頂
点はGi中にのみ存在する. よって, S が hub cover

setであるならば, すべての完全グラフGiについて
Vi ∩ S ̸= ϕである.

以上より性質 1 は成り立つ.

補題 1. c̃iを含むSから c̃iを含まない hub cover set

S′へ要素数を増加させることなく変換可能である.

c̃i は (U,C)の U には含まれないので, 変換 g を
以下のように行う.

1. S を走査し, c̃i を見つけると S から c̃i を除き,

ci の要素が 1 つ以上 S に含まれていれば, ス
テップ 2に移る. そうでなければ, ci の要素か
ら c̃iを除く任意の要素を Sに加え, ステップ 2

に移る.

2. S から c̃i がなくなると終了. そうでなければ,

ステップ 1に戻る.

証明. 変換 g では, c̃i を 1つ除くごとに要素を 1つ
追加するか何もしないかなので, 集合の要素数が増
加しないのは明らかである. また, c̃i を除いたとき
Vi ∩ S = ϕならば c̃i以外の Viの要素を Sに加える
ので, 変換後の S′はすべてのGiに対し, Vi∩S ̸= ϕ

である. よって, 性質 1 より S′は hub cover setで
ある.

補題 2. S′ は Gの hub cover setを g によって変
換した集合である.⇔S′ は (U,C)の hitting setで
ある.

証明. まず, S′がGの hub cover set ならば, S′は
(U,C)の hitting setであることを示す. S′はGの
hub cover setであるが (U,C)の hitting setでは
ないと仮定する. このとき, S′ ∩ ci = ϕである ciが
存在する. さらに, c̃i /∈ S′であるので, Vi ∩ S′ = ϕ

である. これは, 性質 1 より S′が hub cover setで
あることに矛盾する. よって, S′がGの hub cover

set ならば, S′は (U,C)の hitting setである.

次に, S′ が (U,C)の hitting setならば, S′ は G

の hub cover setであることを示す. S′ は hitting

setであるが hub cover setではないと仮定する. 性
質 1 の逆より S′ が hub cover set でないならば,

Vi ∩ S′ = ϕ を満たす Gi が存在する. このとき,

S′ ∩ ci = ϕであり, S′ が hitting setであることに
矛盾する. よって, S′ が (U,C)の hitting setなら
ば, S′はGの hub cover setである.

以上より, Gの hub cover setを g によって変換
した S′は (U,C)の hitting setである.

補題 2 より, hitting set H ⊆ U と最小の hitting

set H∗, gによって変換された hub cover set C ⊆ V

と最小の hub cover set C∗について,

|H|
|H∗|

=
|C|
|C∗|

(2)

であり, ある値 ϵ > 0について |H|
|H∗| < 1 + ϵを満

たすならば, |C|
|C∗| < 1 + ϵ であるので, Minimum
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hitting set問題からMinimum hub cover set問題
へ δ(ϵ) = ϵでの APX-還元が可能である.

系 1. Minimum hub cover set問題は P=NPでな
い限り, 近似率が定数倍となる多項式時間アルゴリ
ズムは存在しない.

系 2. Minimum hub cover set問題について, NP

⊂ DTIME(nlog log n) でない限り, ε > 0に対して
(1 −ε) ln |E|

|V | 以内で解ける多項式時間アルゴリズ
ムは存在しない.

Hitting setにおいてNP ⊂ DTIME(nlog log n) で
ない限り,任意のεに対して (1−ε) ln |U |以内で
解ける多項式時間アルゴリズムは存在しないことが
示されている. ここで, hitting setのインスタンス
である U を還元の際に,生成した hub cover setの
インスタンスである V, Eで評価することを考える.

Hitting setのインスタンス ciごとにVi = ci∪{c̃i}
を頂点集合とし,全ての頂点間に辺を作り,その辺集
合をEiとしたとき, E1 ∪E2 ∪ · · · ∪En = Eとなる
ので,すべての ciの要素数が最大,つまり c1 = c2 =

· · · = ci = U であるとき, |E|は最大になり,

|U |(|U | − 1)

2
+ |C|・|U | ≧ |E| (3)

が成り立つ.さらに, V = U ∪ {c̃1, c̃2, . . . , c̃n}であ
るので,

|V | = |U |+ |C| (4)

である. (3)式を簡単にした

|U |2 + |C|・|U | ≧ E| (5)

と (4)式より,

|U | ≧ |E|
|V |

(6)

となる.

　よって, 系 2 は成り立つ.

4 まとめと今後の課題
Hitting set問題から hub cover set問題へ近似率

保存還元を行うことで, NP ⊂ DTIME(nlog log n) で
ない限り, ε > 0に対して (1 −ε) ln |E|

|V | 以内で解
ける多項式時間アルゴリズムは存在しないことを示
した.

今後は, hub cover set問題について [4]によって
示された近似率 ln |E|と, 本稿で示した近似率の限
界値 ln |E|

|V | にはどれほどの差があるのかを複数の問
題例に対して, 計算実験をすることで確認する.

具体的には, 問題例 G = (V,E)に対して, ln |E|
近似アルゴリズムが求めるhub cover set Sと最小の
hub cover set S∗を求め, |S|

|S∗| と ln |E|
|V | を比較する.

この計算実験の結果によって, 本稿で示した近似
率の下限 ln |E|

|V | をもっと上げることはできないかを
考える.
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