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1 はじめに
ZDD (Zero-suppressed Binary Decision Diagram; ゼロサ
プレス型二分決定グラフ) [6]は組合せ集合をコンパク
トに効率的に表現するために用いられる，有向非巡回
グラフによって表されるデータ構造である．本研究で
は，ZDDによって二次疑ブール関数の定義域が与えら
れる場合に，二次疑ブール関数の最小解を求め，二次
関数の重みが最小となる集合をすべて含む ZDDを構築
する手法を提案する．二次疑ブール関数とは，二つの
ブール変数 𝑥𝑖，𝑥 𝑗 に対して重み 𝑤𝑖 𝑗 が与えられたとき，∑

𝑖, 𝑗 𝑤𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑥 𝑗 の形で表される関数である．二次疑ブール
関数の最小化は，最大カット問題や最大クリーク問題な
ど多くの NP困難問題を含み，施設割当問題などの二次
割当問題 [4]やタンパク質構造推定 [5]，木材 CADにお
ける木材の配置など様々な応用がある．問題の変数の制
約が ZDDで表現されていれば，提案手法により二次疑
ブール関数の最小化が可能となり，さらに最小な解の列
挙も可能となる．提案アルゴリズムの性能を計算機実験
により評価した．
2 準備
2.1 ZDD

ZDD [6]は，組合せ集合の表現に用いられる，連結な
有向非巡回グラフである．ZDDには，終端節点と非終
端節点の 2種類の節点がある．終端節点は出次数が 0の
節点である．終端節点は 2つ存在し，それぞれ 0終端節
点，1終端節点と呼ばれる．終端節点は出次数が 0であ
る．0終端節点は空集合を表し，1終端節点は空集合 1
つからなる集合族を表す．非終端節点はそれぞれ集合の
要素 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 のいずれかをラベルとして持ち，2つの
子節点への有向枝を持つ．この有向枝は 1枝，0枝と呼
ばれ，それぞれラベルの要素を選ぶ，あるいは選ばない
ことを表す．根から順に枝をたどり，0終端節点に到達
したとき，対応する集合は ZDDが表す集合族には含ま
れないことを意味する．1終端節点に到達したとき，対
応する集合は ZDDが表す集合族に含まれることを意味
する．またラベルが 𝑥𝑖 の節点から出る枝がラベルが 𝑥 𝑗

の節点を指すとき，𝑖 > 𝑗 が成り立つ．
ZDD の 例 を 図 1a に 示 す．こ の ZDD は 集 合
{{𝑥1}, {𝑥2}, {𝑥3}, {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}} を表す．丸い枠は非終端
節点を表し，枠内の数字が集合の要素を表す．四角の枠
は終端節点を表し，枠内の数字が 1のものは 1終端節
点，0のものは 0終端節点を表す．実線の矢印が 1枝を，
破線の矢印が 0枝を表す．

ZDDは二分決定木を以下に述べる圧縮規則により圧
縮することで得られる．例えば図 1aの圧縮前の二分決
定木は図 1bのようになる．二分決定木の圧縮規則には，
冗長節点の削除と等価節点の共有の 2つがある．冗長節
点とは 1枝が 0終端節点を指している節点のことであ
る．冗長節点を削除する場合，この節点を指していた枝
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図 1: ZDDと二分決定木の例
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図 2: ZDDの圧縮規則

は削除された節点の 0枝の終点に接続する．冗長節点の
削除の例を図 2aに示す．等価節点とは 1枝の終点が同
じかつ 0枝の終点が同じかつ 2つの節点のラベルが同
じ，2つの非終端節点のことである．等価節点を共有す
る場合，片方の節点を削除し，この節点を指していた枝
はもう片方の節点に接続する．等価節点の共有の例を図
2bに示す．これらの規則をできる限り適用することで
ZDDが得られる．
2.2 ZDDによる線形重み最小化

ZDDを用いるとき，ZDDの各変数に重みを設定する
と，ZDD が表現する集合の中から，重みの和が最小・
最大となる集合を取得することができる [1, 6]．𝑛 変数
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛の集合族を表すZDD 𝑧と重み𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛

が与えられるときを考える．このとき，{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}
の部分集合を 𝑆とするとき，𝑆の集合の重みを

∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖𝑥𝑖

で定義する．ここで，𝑥𝑖 が 𝑆に含まれるときは 𝑥𝑖 = 1で
あり，含まれないときは 𝑥𝑖 = 0であるとする．𝑧に含ま
れる集合のうち，集合の重みの最小値（または最大値）
とその重みをもつ集合（の 1つ）を取得することができ
る [1, 6]．区間メモ化探索技法 [7]を用いると，重みの和
が指定した値以上・以下・より大きい・より小さい集合
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図 3: ZDD 𝑃とグラフ 𝐺 と ZDD 𝑄

の集合族となるような ZDDを取得することができる．
3 提案手法

𝑛 変数 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 の集合族を表す ZDD 𝑧 と重み
𝑤12, 𝑤13, . . . , 𝑤1𝑛, 𝑤23, 𝑤24, . . . 𝑤 (𝑛−1)𝑛 が与えられるとき
を考える．このとき，{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}の部分集合を 𝑆と
するとき，𝑆 の集合の重みを

∑
𝑖, 𝑗 𝑤𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑥 𝑗 で定義する．

ここで，𝑥𝑖 が 𝑆に含まれるときは 𝑥𝑖 = 1であり，含まれ
ないときは 𝑥𝑖 = 0であるとする．このとき，ZDDに含
まれる集合のうち，集合の重みの最小値（または最大
値）とその重みをもつ集合（の 1つ）を取得する手法を
提案する．この計算を二次疑ブール関数の重み最適化と
呼ぶ．
ブール変数を頂点とするようなグラフ 𝐺 を以下の
通り構築する．𝐺 の頂点 𝑣𝑖 はブール変数 𝑥𝑖 に対応す
る．2 つのブール変数 𝑥𝑖，𝑥 𝑗 の重み 𝑤𝑖 𝑗 が 0 でないと
き，𝐺 では対応する 2 つの頂点を辺で結ぶ．すなわ
ち，𝐺 の頂点集合は {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛} であり，辺集合は
𝐸 = {(𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 ) | 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑤𝑖 𝑗 ≠ 0}である．

ZDD 𝑃 が入力として与えられるとする．𝑃 が表現す
る集合族に含まれる集合のうち，重みが最小になるも
のを列挙する手法を示す．まず 𝑃 の各ラベルが 𝐺 の頂
点に対応すると考える．そして 𝑃 の各集合 𝑆 によって
誘導される 𝐺 の誘導部分グラフ 𝐺′ [𝑆] を考える．各 𝑆
について，𝑆 と 𝐺′ [𝑆] の和集合を集めてできる集合族
を ZDDとして表現し，それを 𝑄とする．この 𝑄に対し
て，𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 の重みを 0，𝐸 の各辺の重みを 𝑤𝑖 𝑗 として
線形重み最小化を行うことで，二次疑ブール関数の最小
化ができる．
例えば，図 3a のように {{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}, {𝑥2, 𝑥3}} を表す

ZDD𝑃と重み 𝑤12 = 1, 𝑤13 = 2, 𝑤23 = 3が与えられたとす
る．このとき変数 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 をそれぞれ頂点 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 と
みなすグラフ 𝐺 は図 3bのようになる．𝑃と 𝐺 に対して
頂点と辺の集合を表す ZDD 𝑄 を構築した結果を図 3c
に示す．𝑄 は集合族 {{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, {𝑣2, 𝑣3, 𝑒3}}
を表す．さらに頂点 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 に対して重みを 0，辺
𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 に対してそれぞれ重み 1, 2, 3 を設定し，線形
重み最小化を行うことで二次疑ブール関数の最小の重
み 3と重みが最小となる集合 {𝑣2, 𝑣3}を求めることがで
きる．

ZDD 𝑄 から，重み最小となる集合のみを抽出するに
は，区間メモ化探索技法 [7] を用いる．最小値を閾値
とすることで，重みが最小となる集合をすべて抽出で

きる．
ZDDでは，根から終端節点までの経路において変数ラ

ベルが出現する順番は固定しなければならない．ZDD
𝑄 では頂点だけを見たときの変数順は 𝑣𝑛, 𝑣𝑛−1, . . . , 𝑣1
となり，その間に辺の変数が入る．辺変数 𝑒𝑖 = (𝑣𝛼, 𝑣𝛽)
(𝛼 > 𝛽) は頂点変数 𝑣𝛽 と 𝑣𝛽−1 の間に現れる．さらに，
𝑣𝛽 と 𝑣𝛽−1 の間に辺 𝑒𝑖1, 𝑒𝑖2, . . . , 𝑒𝑖𝑡 がこの順で現れる
とする．ここで，𝑒𝑖 𝑗 = (𝑣𝛼( 𝑗 ) , 𝑣𝛽) である．このとき，
𝛼(1) > 𝛼(2) > · · · > 𝛼(𝑡)が成り立たなければならない．
最初に ZDD 𝑃を考慮せず，すべての誘導部分グラフ
の集合を表す ZDDの構築法について述べる．ZDDは
トップダウン構築法と呼ばれる方法により，根から終端
に向かう方向に順に節点を作成する．最初に根節点を作
成し，根節点の 0枝側の節点と 1枝側の節点を作成す
る．以降は幅優先的に各節点の 0枝側と 1枝側の節点を
作成する．このように節点を作成する際，ある節点 𝜈に
着目すると，根節点から 𝜈までの経路は 1つの部分集合
（経路上で 1枝を選択した節点のラベルの集合）に対応
する．𝜈のラベルが 𝑣𝑖 で，𝐺は辺 𝑒 = (𝑣 𝑗 , 𝑣𝑖) ( 𝑗 > 𝑖)を持
つとし，ラベルが 𝑣 𝑗 の節点で 1枝を選択したとすると，
𝜈の 1枝は 𝑣𝑖 を選択することを意味し，𝑣 𝑗 と 𝑣𝑖 の両方
を使用することを意味する．このとき，辺 𝑒は必ず使用
しなければならない．𝜈の 1枝の先の節点を作成し（𝜈1
とする），𝜈1 のラベルを 𝑒とし，𝜈1 の 0枝の先は 0終端
に接続する．𝑣𝛽 と 𝑣𝛽−1 の間に辺 𝑒𝑖1, 𝑒𝑖2, . . . , 𝑒𝑖𝑡 が現れ
るとすると，任意の 𝑗 = 1, . . . , 𝑡について 𝑒𝑖 𝑗 = (𝑣𝛼( 𝑗 ) , 𝑣𝛽)
という辺が存在するので，同様にラベルが 𝑒𝑖 𝑗 である節
点を作成し，その 0枝の先を 0終端に接続する．それら
の節点を 1枝で接続する．
辺 𝑒 = (𝑣 𝑗 , 𝑣𝑖) ( 𝑗 > 𝑖) について，𝑣 𝑗 と 𝑣𝑖 が使用される
場合，またその場合に限り 𝑒を使用する．したがって，
𝑣 𝑗 を選択した（ラベルが 𝑣 𝑗 の節点から 1枝の先を作成
する）ときに，後に 𝑣𝑖 の使用の有無により 𝑒 を使用す
るべきかどうかの選択が変わる．このため，各節点には
辺の候補集合 edgesを記憶させ，𝑣 𝑗 を使用した時点で 𝑣 𝑗

に接続するすべての辺を edgesに追加する．
次に ZDD 𝑃を考慮して，𝑃に含まれる集合だけを 𝑄
に含めるための方法について述べる．これはサブセッ
ティング法 [2]と呼ばれる考え方を用いる．𝑄 のトップ
ダウン構築時に，𝑄 の各節点には，edgesに加えて 𝑃の
節点 var を格納する．𝑄 の根節点の var には 𝑃 の根節
点を格納する．以降，𝑄 の節点 𝜈の 𝑖 枝（𝑖 = 0, 1）の先
の節点 𝜈𝑖 を作成する場合，𝜈𝑖 の var は，𝜈の var の 𝑖枝
の先であるとする．最終的に var は 0終端か 1終端とな
るが，1終端になる（すなわち 𝑃の集合となっている）
場合に限り 𝑄でも 1終端とする．ZDD 𝑃を ZDD 𝑄へ変
換するアルゴリズムを Algorithm 1に示す．
このアルゴリズムを適用すると，𝑃 に含まれない解
は，𝑄 にも含まれない．まず，𝑃に含まれる集合に対し
て，その集合に含まれない節点を選択すると，その節点
のラベルと節点番号が一致しないため，1枝は 0終端に
接続される．また，𝑃に含まれない集合に対しては，そ
の集合を 𝑄 の根から辿っていくと節点は必ず 0終端に
なるため，0 終端に接続される．また 𝑃 に含まれる解
は，その集合に含まれるラベルをもつ節点の節点が 0終
端になることはないので，枝刈りが行われることはな
く，𝑄にも含まれる．
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Algorithm 1 ZDD 𝑃から 𝑄を構築するアルゴリズム

𝑄の根節点 𝑛を作成
𝑛.lab← 𝑣𝑙，𝑛.var ← 𝑛𝑝，𝑛.edges ← ∅,𝑈𝑣𝑙 ← {𝑛}
/* 𝑛.labは節点 𝑛のラベル、𝑛𝑝 は 𝑃の根節点 */
𝑈𝑣𝑖 ← ∅ for 𝑖 = 1, . . . , 𝑙 − 1
for 𝑖 = 𝑙, 𝑙 − 1, . . . , 1 do

/* 𝑈𝑣𝑖 はラベルが 𝑣𝑖 の節点の集合 */
for 𝑛 ∈ 𝑈𝑣𝑖 do

𝛽← 𝑛.var
for 𝑥 ∈ {0, 1} do
節点 𝑛の 𝑥枝側の節点 𝑛𝑥 を作成
𝛽𝑥 ← GetNode(𝛽, 𝑥) /*節点 𝛽の 𝑥 枝先 */
/* 𝛽𝑥 .lab は節点 𝛽𝑖 のラベル */
if 𝑖 𝑓 𝑣𝑖−1 = 𝛽𝑥 .lab then

𝑛𝑥 .var ← 𝛽𝑥
else

if 𝑥 = 1 then
0終端に接続

if 𝑛𝑥 .var = 0 then
枝刈りを行い，0終端に接続

𝐸 ′ ← GetEdges(𝑣𝑖) /* 𝑣𝑖 に接続する辺 */
if 𝑥 = 0 then

𝑛0.edges ← 𝑛.edges \ 𝐸 ′
if 𝑛′𝑥 = 𝑛𝑥 を満たす 𝑛′𝑥 が存在 then
節点 𝑛𝑥 を削除
𝑥枝を 𝑛′𝑥 に接続

𝑈𝑣𝑖−1 ← 𝑈𝑣𝑖−1 ∪ {𝑛𝑥}
if 𝑖 = 1 then

if 𝑛0.edges = ∅ & 𝑛0.var = 1 then
1終端に接続

else
0終端に接続

else if 𝑥 = 1 then
{𝑒𝑖1, . . . 𝑒𝑖𝑡 } = {𝑒 ∈ 𝑛.edges | 𝑣𝑖に接続 }
節点 𝑛1𝑢(𝑢 = 1, 2, . . . , 𝑡 + 1)を作成
𝑛1𝑢.var ← 𝑛𝑥 .var
for 𝑢 = 1, 2, . . . , 𝑡 do

𝑛1𝑢.lab← 𝑒𝑖𝑢
1枝は 𝑛1(𝑢+1) に接続
0枝は 0終端に接続
𝑛1𝑢.edges ← 𝑛1(𝑢−1) .edges \ {𝑒𝑖𝑢}

if 𝑖 > 1 then
𝑛1(𝑡+1) .lab← 𝑣𝑖−1
𝑛1(𝑡+1) .edges ← 𝑛1𝑡 .edges

∪ {𝑒 ∈ 𝐸 ′ | 𝑒 ∉ 𝑛.edges}
if 𝑛𝑥 = 𝑛1(𝑡+1)を満たす 𝑛𝑥が存在 then
節点 𝑛1(𝑡+1) を削除
節点 𝑛𝑡 の 1枝を 𝑛′1(𝑡+1) に接続

𝑈𝑣𝑖−1 ← 𝑈𝑣𝑖−1 ∪ {𝑛1(𝑡+1) }
else

if 𝑛1𝑡 .edges = ∅ then
1終端に接続

else
0終端に接続

図 4: グリッドグラフの例

図 5: 𝑛 × 𝑛のグリッドグラフに対する頂点と辺の集合を
表す ZDDの節点数および実時間

4 実験結果
考案した手法について性能評価を行うため，計算機実
験を行った．計算機は Linux PC (Intel Xeon Gold 6134，8
コア 3.20GHz，主記憶 3TB)を使用した．手法の実装は
C++言語で行い，ZDDの構築には TdZdd [2]ライブラリ
を用いた．
4.1 頂点と辺の集合の ZDDの構築
実験データとして，以下を作成した．二次疑ブール関
数の定義域はグリッドグラフの始点から終点までのパス
の集合を表す ZDDである．パスは辺の集合で表され，
ZDDではパスの集合を表す．ZDDはフロンティア法 [3]
によって構築した．グリッドグラフ上でパスが何回曲が
るかを数える二次疑ブール関数を例として考える．二次
疑ブール関数の重みは，グリッドグラフの曲がり角を構
成する 2つの辺に対して重みを 1，その他の辺に対して
重みを 0とした．例えば図 4の 3 × 3のグリッドグラフ
において，始点は頂点 1，終点は頂点 9とし，頂点 1か
ら頂点 9までのパスを考える．また，重みについては辺
(1, 2)と辺 (2, 3)の 2つが曲がり角を構成するため，この
2つの辺を両方選択したとき重みが 1となる．一方，辺
(1, 2)と辺 (2, 3)や辺 (1, 2)と辺 (3, 6)の 2つを選択した
ときは曲がり角を構成しないため，重みは 0となる．こ
のときグリッドグラフの辺がグラフ 𝐺 の頂点に，曲が
り角を構成する 2 つの辺を結ぶ線が 𝐺 の辺にあたる．
このような 𝐺 に対して頂点と辺の集合を表す ZDDを構
築し，節点数と構築にかかる実時間について調べた．
まず，𝑛 × 𝑛のグリッドグラフに対して，頂点と辺の
集合を表す ZDDを構築した結果を図 5に示す．次に，
10 × 𝑛 のグリッドグラフに対して，頂点と辺の集合を
表す ZDDを構築した結果を図 6に示す．なお，どちら

FIT2025（第 24 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2025 by
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers and
Information Processing Society of Japan All rights reserved.

 73

第1分冊



図 6: 10 × 𝑛のグリッドグラフに対する頂点と辺の集合
を表す ZDDの節点数および実時間

表 1: 10 × 10のグリッドグラフに対する二次疑ブール関
数の最小解列挙の結果

頂点と辺の集合の ZDDの構築時間 115 s
最小の重み 1
最小の重みを求める時間 2.65 s
最小の重みの ZDDの構築時間 1.60 s
最小の重みを持つ集合の数 2
辺を削除する時間 0.001 s

もこれ以上のサイズでは構築に 1日以上かかりそうな
ため，実験は行わなかった．また，メモリの使用量は
15 × 15のグリッドグラフに対しては約 29 GB，10 × 16
のグリッドグラフに対しては約 49 GBであった．
4.2 二次疑ブール関数の最小解列挙

10 × 10のグリッドグラフに対して，曲がり角を構成
する 2つの辺に対して重みを 1，その他の辺に対して重
みを 0とした二次疑ブール関数の最小解を列挙した．こ
の結果を表に示す．
この解は，グリッドグラフの始点から終点までのパス
の中から曲がり角の個数を最小とするものを選ぶため，
曲がり角の数が 1となるパスを選ぶことになる．実際
に，最小の重みは 1となり，最小の重みを持つ集合は 2
つ存在することが確認できる．
4.3 パスの重みが最小となる集合の列挙

10 × 10のグリッドグラフに対して，曲がり角を構成
する 2つの辺に対して重みを 5，その他の辺の重みを 0
から 10までランダムに与えたときのパスの重みが最小
となる集合を列挙した．この結果を表 2に示す．
この例では辺の重みをランダムに与えているため，パ
スの重みが最小となる集合は 1つとなったが，適当に与
えれば複数見つけることも可能である．また最小解では
なく，パスの重みが指定した値以下となるような集合を
列挙することも可能であり，この例で重みが最小+10以
下，つまり 99以下となるような集合を列挙した場合，
集合は 2つ見つかった．
4.4 考察

4.2，4.3節の結果から，提案手法は二次疑ブール関数
の最小解を列挙することができることが確認できた．ま
た，計算時間としては頂点と辺の集合の ZDDの構築に
一番時間がかかり，ここがボトルネックになると考えら

表 2: 10 × 10のグリッドグラフに対するパスの重みの最
小解列挙の結果

頂点と辺の集合の ZDDの構築時間 115 s
最小の重み 89
最小の重みを求める時間 2.72 s
最小の重みの ZDDの構築時間 1.63 s
最小の重みを持つ集合の数 1
辺を削除する時間 0.001 s

れる．実際に，4.1節の結果から，𝑛 × 𝑛のグリッドグラ
フでは 𝑛が 14，15から，10 × 𝑛のグリッドグラフでは 𝑛
が 15，16から急激に時間がかかっている．図 5，6から
もわかるように，節点数と実行時間には相関が見られ，
節点数が増えると実行時間も増加する．そのためパスの
数が増えたり，重みをつける頂点のペアを増やしたりす
ると，構築により時間がかかる可能性がある．
4.5 関連研究
鈴木ら [8] は，与えられたグラフの部分グラフの集
合が辺の集合族の ZDDとして表現されている場合に，
各辺集合に対して，辺に接続する頂点をすべて加えた
ZDDを構築する方法を提案している．本稿で提案して
いる手法は，頂点の集合族の ZDDに対して，（頂点が誘
導する）辺を加えた ZDDを構築していると考えること
ができる．
5 おわりに
本研究では，ZDDを用いて二次疑ブール関数の最小

解を列挙する手法を提案した．今後の課題として，二次
疑ブール関数の最小化を行う他の手法との比較やより複
雑なグラフに対しての評価が考えられる．
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