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概 要
平面グラフGの描画で，Gの各点が整数格子の格子点上に

配置され，Gの各辺が交差の無い直線分として描かれたもの
を格子直線描画という．nを Gの点数としよう．n ≥ 3なる
平面グラフは，大きさ (n−2)×(n−2)の整数格子内に格子直
線描画できる．グラフの制限をより厳しくすることによって
得られた 5連結 p-k重ドーナツグラフ Gは，O(n)の大きさ
の整数格子内に格子直線描画できることが知られている．更
に，5連結 p-k 重ドーナツグラフを拡張した 5連結 p-5-k 重
ドーナツグラフも O(n) の面積の整数格子内に格子直線描画
できることが知られている．
本論文では，5 連結 p-5-k 重ドーナツグラフを拡張した 4

連結 p-5-k重ドーナツグラフ Gの定義を与えるとともに，G
を O(n) の面積の整数格子内に格子直線描画する線形時間ア
ルゴリズムを与える．

1 序論
近年，様々な分野で与えられたグラフを「構造を理解しやす

く」かつ「きれいに」描画する手法が求められている [1, 4, 5, 8]．
平面グラフ Gの描画で，Gの各辺が交差の無い直線分として
描かれたものを直線描画という．Gの直線描画で，Gの各点
が整数座標を持つものを格子直線描画という．なお，本論文
ではグラフ Gの点数を nで表す．また，大きさW×H の整
数格子はW + 1本の垂直線分と H + 1本の水平線分および
それらの交点からなり，その外周は矩形であるとする．W は
整数格子の幅，H は高さという．整数格子の幅をW，高さを
H とする．格子サイズはW×H と表す．
全ての平面グラフ Gが直線描画を持つことが知られている

[2, 6, 7]．また，n ≥ 3 の頂点の全ての平面グラフは，(n −
2)×(n− 2)の大きさの整数格子内に格子直線描画できること
が知られている [3, 5]．さらに，n ≥ 3なる平面グラフで格子
直線描画にするには，少なくとも ⌊ (2(n−1)

3
⌋×⌊ (2(n−1)

3
⌋ の大

きさの格子が必要なものがあることが知られている [1, 3]．n
点からなる全ての平面グラフは，大きさ ⌈2n/3⌉ × ⌈2n/3⌉の
格子内に格子直線描画できると予想されているが，証明はさ
れていない．
このように，一般的な平面グラフの格子直線描画には，少な

くとも Ω(n2)の面積の格子が必要となるが，グラフの制約を
より厳しくすることによって，必要な整数格子の大きさはより
小さくて済むと予想される．例えば，5連結 p-k重ドーナツグ
ラフと呼ばれるグラフは，{n/(2k−2)+(2k−5)}× (2k−1)
の大きさの整数格子内に格子直線描画できることが知られて
いる [8]．kは定数とみなせるので，描画に必要な面積はO(n)
である．更に，5連結 p-k 重ドーナツグラフを拡張した 5連
結 p-5-k重ドーナツグラフと呼ばれるグラフも，O(n)の面積
の整数格子内に格子直線描画できることが知られている．し
かし，この 5連結 p-k 重ドーナツグラフおよび 5連結 p-5-k
重ドーナツグラフは制限が厳しく，グラフクラスが狭いもの
となっていたため，グラフクラスの拡張が求められている．
本論文では，5 連結 p-5-k 重ドーナツグラフを拡張した 4

連結 p-5-k重ドーナツグラフ Gの定義を与えるとともに，G
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を O(n) の面積の整数格子内に格子直線描画する線形時間ア
ルゴリズムを与える．

2 準備
本節では，いくつかの定義と既知の補題を与える．グラフ

Gは多重辺や自己ループのない単純グラフであり，しかも連
結であるとする．各辺が互いに交差しないように平面に描画
したグラフを平面グラフという．グラフ Gの任意の k-1点を
取り除いてできるグラフが連結であるとき，Gは k連結であ
るという．点 v に接続する辺の本数を v の次数といい，d(v)
と書く．全ての点が外面にあるグラフを 1-外平面グラフとい
う．k-外平面グラフとは外面上の点を全て取り除くと k-1-外
平面グラフとなるグラフである．G = Gk を k-外平面グラフ
とし，Gk の外面上の点を全て取り除いてできる k-1-外平面
グラフを Gk−1 と書く．1 ≤ i ≤ k なる各 iに対して Gi が 2
連結であるならば，Gk を 2連結 k-外平面グラフという．

3 5連結 p-k重ドーナツグラフ [9]

ここで，[9]で与えられている，5連結 p-k重ドーナツグラ
フの定義を与える．pを 4以上の整数とし，kを 3以上の整数
とし，Gを 5連結平面グラフとする．Gが以下の条件 (dk-1)
および (dk-2) を満足するとき，G を 5 連結 p-k 重ドーナツ
グラフ [9]という．
(dk-1) 頂点の数が p個の互いに素な面をちょうど 2つ持ち，

頂点の数が 4 個の面をちょうど (k-3)p 個持ち，残りの
面は全て三角形である．

(dk-2) G は，(dk-1) の条件を満足する最少の点数を持つグ
ラフである．

また，Gが 5連結 p-k重ドーナツグラフであるならば，以
下の 3つの性質 (pk-1)，(pk-2)および (pk-3)を満足する．
(pk-1) n = 2(k − 1)pである．
(pk-2) Gの全ての点 v に対して d(v)=5である．
(pk-3) Gは 2連結 k-外平面グラフである．
以下の補題が知られている．

捕題 3.1 [9]Gを 5連結 p-k 重ドーナツグラフとする．この
とき Gは {n/(2k − 2) + (2k − 5)} × (2k − 1)の大きさの整
数格子内に格子直線描画できる．

4 5連結 p-5-k重ドーナツグラフ [8]

本節では，[8] で与えられている 5 連結 p-5-k 重ドーナツ
グラフの定義を与える．pを 4以上の整数とし，k を 5以上
の整数とし，G を 5 連結平面グラフとする．G が以下の条
件 (d5-k-1) および (d5-k-2) を満足するならば，G を 5 連結
p-5-k 重ドーナツグラフ [8]という．
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(d5-k-1) 頂点の数が p 個の互いに素な面をちょうど 2 つ持
ち，頂点の数が 4 個の面をちょうど (k-4)p 個持ち，頂
点の数が 5個の面をちょうど p個持ち，残りの面は全て
頂点の数が 3である．

(d5-k-2) Gは，(d5-k-1)の条件を満足する最少の点数を持つ
グラフである．

また，G が 5 連結 p-5-k 重ドーナツグラフであるならば，
以下の 3つの性質 (p5-k-1)，(p5-k-2)，(p5-k-3)を満足する．
(p5-k-1) n = 2kpである．
(p5-k-2) Gの全ての点 v に対して d(v)=5である．
(p5-k-3) Gは 2連結 k-外平面グラフである．
以下の補題が知られている．

捕題 4.1 [8]G を 5 連結 p-5-k 重ドーナツグラフとする．こ
のとき Gは (⌈ 3n

4k
⌉+ 3) × (2k − 1)の大きさの整数格子内に

線形時間で格子直線描画できる．

5 4連結 p-5-k重ドーナツグラフ
本節では，[9]で与えられている 5連結 p-5-k重ドーナツグ

ラフを拡張した 4連結 p-5-k 重ドーナツグラフの定義を与え
るとともに，いくつかの定理を与える．pを 4以上の整数と
し，kを 4以上の整数とし，Gを 4連結平面グラフとする．G
が以下の条件 (d4-k-1)および (d4-k-2)を満足するならば，G
を 4連結 p-5-k 重ドーナツグラフという．
(d4-k-1) 頂点の数が p 個の互いに素な面をちょうど 2 つ持

ち，頂点の数が 5個の面をちょうど p個持ち，頂点の数
が 4個の面をちょうど 2(k− 3)個持ち，残りの面は全て
頂点の数が 3である．

(d4-k-2) Gは，(d4-k-1)の条件を満足する最少の点数を持つ
グラフである．

また，G が 4 連結 p-5-k 重ドーナツグラフであるならば，
以下の 3つの性質 (p4-k-1)，(p4-k-2)，(p4-k-3)を満足する．
(p4-k-1) n = 2(k − 1)pである．
(p4-k-2) Gの全ての点 v に対して d(v)=4である．
(p4-k-3) Gは 2連結 k-外平面グラフである．
図 1(a)に 4連結 p-5-k重ドーナツグラフ (p=4, k=4)の例

を示す．

(a) (b)

図 1: （a）4連結 p-5-k重ドーナツグラフG(p = 4,k =

4)，（b）Gの格子直線描画．

4連結 p-5-k重ドーナツグラフは，[9]と同様の手法により，
線形時間で格子直線描画できることが容易に証明できる．p=4,
k=5なる 5連結 p-5-k重ドーナツグラフを例としたアルゴリ
ズムの概略を図 2に示す．このとき，次の定理が成り立つ．
定理 1 G を 4 連結 p-5-k 重ドーナツグラフとする．このと
き Gは，{n/(2k − 2) + (2k − 5)} × (2k − 1)の大きさの整
数格子内に線形時間で格子直線描画できる (図 1(b)参照．)．

(a) (b)

(c) (d)

(e)

図 2: アルゴリズムの概略．
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