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1 概要
ニューラル常微分方程式は，ニューラルネットワーク

により記述される常微分方程式を応用した深層学習モデ
ルであり，その特徴を活かして幅広い問題に応用されて
いる．ニューラル常微分方程式では、経験的にその力学
系による軌跡は振動せず安定した平衡点に収束すること
が知られているが，神経科学などの分野では周期的で振
動する力学系が重要な役割を果たす様々な事例が報告さ
れている．本研究では周期的かつ振動する力学系を特徴
づけるほとんど不変な集合（AIS）を特徴として利用す
る新たな機構を提案する．画像分類の数値実験により，
提案手法の有効性とその挙動を評価する．
2 はじめに
近年，深層学習と力学系とのつながりが機械学習やそ

の関連分野において活発に研究されている [1]．そうし
た中で，ニューラル常微分方程式 [6] は連続時間力学系
として表現される深層学習モデルとして注目されてい
る．近年主流となっているフィードフォーワード型の
ニューラルネットワークは多数の隠れ層を経由すること
で入力を出力へ変換するが，ニューラル常微分方程式は
隠れ層における変換をニューラルネットワークによって
記述された常微分方程式として与える．こうしたモデル
化は連続的な変化を伴う問題の記述に適しており，時系
列予測 [16, 31]や，密度関数の推定 [10]，物理法則の学
習 [11] など幅広く応用されている．また，確率微分方
程式への拡張 [15] や，硬い方程式への応用 [17] など，
様々な発展的な手法が提案されている．
本研究では，非線形力学系としてのニューラル常微分

方程式の表現能力に着目する．表現能力を改善する研究
はこれまでにも行われてきたが [7, 24]，これら既存手法
では，ニューラル常微分方程式が従う力学系に振動がな
く安定した平衡点へ収束することを前提としてしてい
る．これに対して，再帰的ニューラルネットワークにお
ける研究では，振動などより広い意味での収束が性能の
改善に寄与することが報告されている [4, 32]．また，
神経科学においても，ニューロンや人の学習過程にお
いて周期的な活動や振動現象の重要性が指摘されてい
る [28, 34]．既存のニューラル常微分方程式はこうした
力学系の周期性を考慮することができず，力学系の限ら
れた情報しか表現することができない．
こうした周期的かつ振動する力学系から情報を引き

出すために，本研究では，ほとんど不変な集合（AIS;
Almost Invariant Set）を特徴として利用する新たな機構
を提案する．ほとんど不変な集合は，力学系が作用する
状態空間上の領域であり，力学系の作用による軌跡が異
なる領域にほとんど入ることがない領域として特徴付け
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られる．提案するモデルは，周期的かつ振動する力学系
においても，単にその値を利用するのではなく，ほとん
ど不変な集合を介することでより表現力のある特徴表現
を獲得する．画像分類による数値実験では，提案モデル
が，他のニューラル常微分方程式 [7, 24] よりも同等も
しくは優れた性能を達成することが確認された．．
本論文の構成は，以下の通りである．3 章では，

ニューラル常微分方程式について概説し，また提案手法
の導出のために重要となるクープマン作用素と転送作用
素を概説する．4 章では，提案モデルについての説明を
行い，更にランダム・フーリエ特徴を用いた実装方法を
示す．5 章では，関連研究について述べる．6 章では，
提案手法を画像分類へ応用した数値実験を行い，提案手
法の比較評価，そしてその詳細な挙動をスペクトル解析
によって検証する．最後に，7 章では提案手法と実験結
果を考察し，8章で本研究の結論を述べる．
3 背景
3.1 ニューラル常微分方程式
入力 x ∈ X ⊂ Rnx から出力 y ∈ Yを予測する教師あ

り学習問題を考える (例えば，回帰の場合なら Y ⊂ Rnx，
分類の場合なら Y = {1, . . . , ny}を各々想定する．ただ
し nx, ny ∈ N)．ニューラル常微分方程式では，次の常
微分方程式の初期値問題を考える．

dz(t)
dt

= fθ(z(t)), z(0) = x

ここで，z(t) ∈ Z ⊂ Rnz (nz ∈ N)は時刻 t ∈ Rにおけ
る隠れ状態であり，fθ : Z → Z はパラメータ θ をもつ
ニューラルネットワークである．時刻 T における解は
以下のように与えられる．

z(T ) = z(0) +
∫ T

0
fθ(z(t))dt

ニューラル常微分方程式では，まず上記の初期値問題を
解くことで解 z(T ) を求め，得られた z(T ) を出力の予
測 ŷ を計算するために使用する．ただし，fθ はニュー
ラルネットワークであり非線形性をもつため，一般的に
初期値問題を解析的に解くことは困難である．ニューラ
ル常微分方程式は，常微分方程式の数値解法を用いるこ
とで近似的に z(T )を計算する．
ニューラル常微分方程式の表現力を改善するために，

入力と隠れ状態の空間を拡張する手法が提案されてい
る．ニューラル常微分方程式では，隠れ状態の次元 nz

がモデルの性能を左右する．例えば，nx と nz が同じで
あるならば，ニューラル常微分方程式は入力空間の位相
が保存されるような制約された表現を学習することに
なる．この問題に対して，Dupont らは拡張ニューラル
常微分方程式を提案している [7]．このモデルでは，入
力 x に 0 を連結させる，つまり初期時刻の隠れ状態を
z(0) = [x, 0]とする．またMassaroliらは，より一般的
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なアプローチとして，入力を変換する入力ネットワーク
hx : X → Zを提案している [24]．

z(0) = hx(x)

ここで，hx は典型的には一層の全結合層または畳み
込み層である．このアプローチは，入力層における拡
張と呼ばれる．さらに Massaroli らは，同研究におい
て解 z(T ) を出力に変換するための出力ネットワーク
hy : Z → Yを合わせて提案している．

ŷ = hy(z(T ))

3.2 ほとんど不変な集合の同定
ほとんど不変な集合（AIS; Almost Invariant Set）は

測度保存力学系における遅い緩和を担う状態空間におけ
る領域であり，状態が一度その領域に入ると抜け出すこ
とが難しくなる．AIS は，非線形力学系の解析に用いら
れるクープマン作用素の共役である転送作用素のスペク
トルを調べることで同定することができる．
まずニューラル常微分方程式によって記述される力学

系を調査する．ここで，時間方向に沿って一定間隔 τ だ
け軌跡を積分することで得られる，離散時間の系である
フローを考える．フローは次式で定義される．

Aτ (z(t)) = z(t + τ) (1)

ここで Aτ : Z → Zであり，状態を一定の時間 τ だけ進
める写像である．
次に，G(Z)を Z上の関数空間とし，g ∈ G(Z)を系の

観測量とする．このとき，クープマン作用素 [19] (また
は合成作用素)Kτ : G(Z) → G(Z)は，任意の z ∈ Zに対
して次のように定義することができる．

Kτ g(z) = g(Aτ (z)) (2)

つまり，クープマン作用素は，元の系を観測量 gにより
リフトした表現を与え，関数空間において線形な時間遷
移を表現している．また，転送作用素 (またはペロン-フ
ロベニウス作用素) は状態密度の遷移に関する表現を与
える．密度が汎関数の空間 Φ: Z → G(Z)に埋め込まれ
ているとすると，転送作用素は次のように定義される．

Pτ φ(·) = φ(Aτ (·)) (3)

ここで φ ∈ Φ である．このとき，転送作用素の固有値
1 に対応する固有関数の値は，AIS の内部で 0 でない値
をとる [2]．また AIS は，対応する固有値が複素平面上
での単位円の内部に広く散らばる可能性があるため点ス
ペクトルとはならず，転送作用素の代わりにクープマン
作用素のスペクトルを通して解析することは一般に難
しい．
4 提案手法
ニューラル常微分方程式のための新たな機構である

ニューラル AISを提案し，ランダム・フーリエ特徴を用
いた実装方法について説明する．
4.1 ニューラル AIS
既存研究ではニューラル常微分方程式の優れた性能が

報告されているが，ニューラル常微分方程式が従う力学
系は，経験的に振動せず安定で平衡点に収束していくこ

とが知られている．これに対して，神経科学から着想を
得た数理モデルでは，脳活動で観察されるようなニュー
ロンの高頻度の発火によって振動が発生する [12, 30]．
しかしこのような振動するモデルは，相対的に良い性能
を発揮できずこれまであまり用いられてこなかった．そ
の主な理由の一つとして振動パターンを特徴として活用
することの難しさが挙げられる．本研究では，ニューラ
ル常微分方程式の力学系がもつ特徴を，AIS を介するこ
とで，より表現力のある特徴として取り出すことができ
るニューラル AISを提案する．
ニューラル AIS はニューラル常微分方程式に次の二

つの変更を加える．まず，神経科学における振動を伴う
モデルを参考に，次のような常微分方程式を定義する．

f ′
θ(z(t)) = fθ(z(t)) − γz(t) (4)

ここで，γ ∈ R>0 は正のスカラー値である．式 (4)にお
ける右辺の第二項 −γz(t) は力学系に振動を発生させ
る．この変更は元のモデル fθ(z(t)) に −γz(t) を加える
だけであり，従来のニューラル常微分方程式に容易に適
用することができる．
さらに，上記の振動する力学系を活用するために，出

力ネットワークを次のように定義する．

hy(z(T )) = Aφ′
k(z(T )) + b (5)

ここで，φ′
k : Z → RM (M ∈ N)は，式 (3)における φの

近似であり，A ∈ Rny×M は重み，b ∈ Rny はバイアス
をそれぞれ表す．次の 4.2節では，どのようにして φを
有限次元で近似するか説明する．ここで，φ′

k はすでに
有限次元で近似されているとすると，転送作用素の 1で
ない固有値に対応する φ′

k の成分は最終時刻 T にはほと
んど消失しており，φ′

k(z(T )) は AIS を介した振動する
力学系の特徴を表している．最後に，φ′

k(z(T )) を一層
の全結合層で変形することで予測を出力する．
4.2 ランダム・フーリエ特徴を用いた実装
まず，内積 〈·, ·〉と正定値カーネル kを備えた再生核ヒ

ルベルト空間（RKHS）を Φk とする．このとき，式 (3)
における φとして特徴写像 φk : Z → Φk を用いる．依然
として φk は無限次元であるため，ここでランダム・フー
リエ特徴（RFF;RandomFourier Feature） [29]で φk を
有限次元近似する．ランダム・フーリエ特徴は，正定値
かつシフト不変であるカーネル kにおいて，特徴写像の
近似である写像 φ′

k : Z → RM を生成する．この近似的
な特徴写像は φ′

k(x)>
φ′

k(y) ≈ 〈φk(x), φk(y)〉 = k(x, y)
を満たし，カーネル k に依存する．本研究ではガウス
カーネルを用いる．このとき，近似的な特徴写像は次の
ように表せる．

φ′
k(x)

= 1√
M/2

(
sin(ω>

1 x), cos(ω>
1 x), · · · , cos(ω>

M/2x)
)>

ωj ∼ N (0, σ2I)

ここで，ωj ∈ Xは正規分布に従う確率ベクトルであり，
一度サンプリングによって得られた後は固定される．
σ2 は正規分布の分散である．M および σ2 はハイパー
パラメータとして扱う．
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5 関連研究
力学系と関連したニューラルネットワーク
ニューラル常微分方程式は，深層学習と力学系の 2つ

の見方ができるため様々な側面から研究されている．
Dupont らは隠れ状態の次元を拡張する拡張ニューラル
常微分方程式を提案した [7]．拡張ニューラル常微分方
程式をもとに拡張方法の一般化 [24]や、2階常微分方程
式との関係を解析した研究 [26] が行われている．また，
ニューラル常微分方程式は畳み込みニューラルネット
ワークと比べて敵対的攻撃に頑強であることが報告され
ている [36]．さらに安定性理論の観点から敵対的攻撃に
対する防御の面を改善した手法も提案されている [14]．
再帰的ニューラルネットワークは離散時間力学系とし

て解釈することができ，力学系としての拡張や発展手
法が研究されている [4, 13, 32]．特に，RuschとMishra
は 2 階常微分方程式として記述される振動する力学系
に基づく再帰的ニューラルネットワークを提案してい
る [32]．このモデルは我々と同じく振動する系を活用
しているが，その常微分方程式としての記述には振動の
減衰を課す項も含まれており，我々とは異なる力学系を
扱っている．
また，力学系と関連するニューラルネットワークに深

層平衡モデル（DEQ）が挙げられる [1]．DEQは重みが
共有された変換を繰り返し作用させたときの平衡点と
して隠れ層から出力を得る．近年，DEQ をクープマン
作用素によって近似し，さらに転送作用素に基づきよ
り広い力学系への収束を想定したモデルが提案されて
いる [18]．
クープマン作用素
クープマン作用素は作用素論の観点から非線形力学系

を解析するための重要なツールとなっており，理論的な
解析だけでなく応用も多岐に渡る [3, 19]．また，AISと
して知られる力学系における遅い減衰の検知は，流体力
学 [8]，海洋力学 [9]などの分野で活用されている．AIS
によって定義される遅く減衰する領域は力学系の大域的
な情報を持っており，転送作用素はそれを獲得するため
に用いられている．
6 実験
二つの数値実験を通して提案手法を評価する．以降の

実験では，モデルと訓練アルゴリズムを PyTorch [27]と
torchdiffeq [5] を用いて実装した．またすべての実験を
AMD EPYC 7542と NVIDIA A100を搭載する計算機上
で行った．
6.1 画像分類
本節では画像分類にニューラル AIS を応用すること

で既存のニューラル常微分方程式と比較する．具体的に
は，拡張ニューラル常微分方程式（ANODE）[7]と，入
力層拡張ニューラル常微分方程式（IL-NODE） [24] の
二つを比較対象とした．4.1 節で述べたように，ニュー
ラル AISは，ANODEと IL-NODEの入力ネットワーク
hx と fθ を変更することなく応用することができる（た
だし，ニューラル AISの f ′

θ は −γz(t)の項を含む）．そ
こで，それぞれの研究で提案されている実装に対して
別々にニューラル AIS を適用することで改善が見られ
るか評価した．

6.1.1 データセット
CIFAR-10 [21]，SVHN[25]，MNIST [20]の三つのデー

タセットを使用した．いずれのデータセットも訓練デー
タとテストデータが含まれるが，元の訓練データの 90%
を訓練データに，10%を検証データとして使用し，テス
トデータについては元のテストデータをそのまま使用し
た．また，前処理については公平な比較のために比較す
るモデルと同じ処理を行った．表 1に三つのデータセッ
トの統計量を示す．
6.1.2 モデルの訓練および評価
いずれの訓練と評価についても初期値問題を数値的

に解くために Runge-Kutta 法の 1 つであり適応的なス
テップ幅を利用する Dormand-Prince 法（dopri5）を使
用した．また，勾配の計算には常微分方程式の数値
解法にそのまま自動微分を適用することで計算する
discretize-then-optimize（DTO）を用いた．モデルの訓
練と評価を行う前に，訓練データと検証データを用いて
ハイパーパラメータの調節を行った．ハイパーパラメー
タを探索するために Tune [23]を使用した．具体的には
探索アルゴリズムにランダム探索を設定し，探索プロ
セスのスケジューリングアルゴリズムに asynchronous
successive halving algorithm（ASHA）[22]を使用した．
次に探索によって見つかった最良のハイパーパラメータ
を設定したモデルを訓練データと検証データの両方で
訓練し，最後にテストデータで訓練したモデルを評価
した．
6.1.3 結果
表 2および表 3に ANODEと IL-NODEそれぞれに対

してニューラル AIS を応用したときのテストデータに
対する正解率の平均値を示す．比較モデルの ANODE
と IL-NODE についてはそれぞれの論文において報告
された数値を掲載している．ただし，IL-NODE につい
ては SVHN での実験が報告されていなかったため，
ニューラル AIS と同様の手順でハイパーパラメータの
探索，訓練および評価を行い，結果を示している．表 2
と表 3 はニューラル AIS がすべてのデータセットで比
較モデルよりも高い正解率を達成したことを示してい
る．また，それぞれのモデルの学習可能なパラメータ
数も合わせて示しており，ニューラル AIS がそれぞれ
ANODE よりも小さく，IL-NODE よりも大きいことが
わかる．これは，hxと fθ は比較モデルと同じモデルを
使用しているが，ニューラル AIS はランダムフーリエ
特徴の次元M を十分大きく設定する必要があり，M と
対応する全結合層の重み A を調整する必要があったた
めである．
6.2 ニューラル AISのスペクトル解析
ニューラル AIS が従う力学系の挙動を詳細に検証す

るためにスペクトル解析を行った．IL-NODE にニュー
ラル AIS を応用したモデルを CIFAR-10 データセット
で訓練し，そのクープマン作用素と転送作用素の固有値
を推定した．モデルが想定通りの力学系に従うならば，
複素平面上でクープマン作用素の固有値の多くは単位円
上に存在し，転送作用素の固有値のいくつかは 1 に近
い値を取ることが期待される．クープマン作用素およ
び転送作用素の固有値を推定するために動的モード分
解（DMD）を使用した [33, 35]．DMDを正確に実行す
るために，常微分方程式の数値解法として固定サイズの

FIT2024（第 23 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2024 by
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers and
Information Processing Society of Japan All rights reserved.

 117

第2分冊



表 1 画像分類における三つのデータセットの統計量．
訓練データ数 検証データ数 テストデータ数 入力次元 出力次元

CIFAR-10 45,000 5,000 10,000 3 × 32 × 32 10
SVHN 65,931 7,326 26,032 3 × 32 × 32 10
MNIST 54,000 6,000 10,000 1 × 28 × 28 10

表 2 画像分類における 5回の実行に対するテストデータに対する正解率の平均と，ANODEとニューラル AISの学習
可能なパラメータ数．ANODEの結果は文献 [7]で報告された値を示した．

CIFAR-10 SVHN MNIST

正解率 パラメータ数 正解率 パラメータ数 正解率 パラメータ数

ANODE 60.6 171.8K 83.5 171.8K 98.2 84.8K
ニューラル AIS (提案法) 65.7 120.6K 86.4 120.6K 99.1 78.7K

ステップ幅を使用する 4 次のルンゲ・クッタ法（rk4）
を用いた．なおステップ幅 τ は 0.025とした．固定のス
テップ幅の数値解法を使用するため画像分類と異なる設
定だが，rk4 を使用した場合も，CIFAR-10 データセッ
トに対して dopri5 を使用した場合とほぼ同等のテスト
データの正解率を達成することを確認した．
本実験では，exact DMD [35] に従ってクープマン作

用素の固有値を次のように推定した．まず，訓練データ
と検証データから選択した 20 個の画像についてニュー
ラル AIS の順方向の計算を行った．それぞれ画像の隠
れ状態を計算することで，20 個の系列からなる集合
{(zi(0), zi(τ), zi(2τ), . . . , zi(40τ))}20

i=1 を得た．ここで，
zi(t)は i番目の画像の時刻 t ∈ {0, τ, 2τ, . . . , 40τ}におけ
る隠れ状態を表し，zi(t) は全てベクトルに変形されて
いるとする．次に，二つのデータ行列XK ∈ R43008×800

と YK ∈ R43008×800 を次のように作成した．

XK = [z1(0) · · · z1(39τ) · · · z20(0) · · · z20(39τ)]
YK = [z1(1τ) · · · z1(40τ) · · · z20(1τ) · · · z20(40τ)]

これらデータ行列について，exact DMD では以下の最
小化問題を解くことで行列K を求める．

K = argmin
K

‖YK − KXK‖F

この K に固有値分解を行い，その固有値を求めるこ
とで，クープマン作用素の固有値の推定することがで
きる．実用上は，直接 K の固有値分解を計算する代
わりに，行列 K′ = UHKU の固有値分解を計算する
ことで効率的に計算する方法が用いられる．ここで，
U は XK を特異値分解した際の左特異ベクトルからな
る行列であり，UH はそのエルミート転置である．U

は直交行列であり，K′ の固有値は K の先頭の固有値
と一致する．本実験でも K′ の固有値分解を行うこと
で，クープマン作用素の固有値の推定を行った．転送
作用素については，先ほどの隠れ状態をランダムフー
リエ特徴で変換した φ′

k (zi(t)) で構成される系列の集合
{
(
φ′

k (zi(0)) , ..., φ′
k (zi(40τ))

)
}20

i=1 を用意した．この系
列集合に対して上記のクープマン作用素と同じ推定方法
によって固有値を推定することで，転送作用素の固有値
を推定した．
図 1（左）に複素平面上で推定されたクープマン作用

素の固有値を示す．多くの推定された固有値が単位円上

に分布していることを確認できる．また，図 1（右）に
推定された転送作用素の固有値を示す．すべての推定さ
れた固有値が単位円の内部に存在し，いくつかの固有値
は座標 (1, 0) 付近に位置していることが確認できる．こ
れらの結果によりニューラル AIS が従う力学系が周期
的であり，AIS を通してその特徴量を抽出できていると
考えられる．
7 考察
6.1 節の画像分類の実験では，ニューラル AIS が既存

のニューラル常微分方程式よりも高い性能を持つことが
確認された．本研究で着目したより広い収束の有効性が
示されたと言える．興味深い点として，ニューラル AIS
の f ′

θ(z(t))のパラメータ数は，比較モデルの fθ(z(t))の
パラメータ数と同じであり，ニューラル AIS が力学系
からより多くの特徴を効率的に取り出すことができたこ
とが示唆された．なお，表 3で示した IL-NODEとの比
較では，ニューラル AIS の方がパラメータが大きかっ
たが，これは IL-NODE の出力ネットワークは，畳み込
み層や平均プーリング層，全結合層と画像処理に特化し
た効率的な隠れ層から構成されているのに対し，ニュー
ラル AIS の出力ネットワークは画像に特化していない
ことも大きくなった要因であり，モデル化方法について
はさらなる調査の余地がある．
また，6.2 節ではニューラル AIS のスペクトル解析に

より，推定されたクープマン作用素の多くの固有値は複
素平面上の単位円上に分布していることを確認した．こ
の結果はニューラル AIS の力学系が周期的であり振動
していることを示唆している．また，推定された転送作
用素のいくつかの固有値は 1に近い値をとるのみで，そ
れ以外は絶対値が 1以下となっている傾向が見られた．
これはつまり，固有値 1(AIS) 以外の振動は時間が経過
すると収束して消失することを意味しており，ニューラ
ル AISの提案の動機が正しかったことを示している．
8 おわりに
本研究では，周期的かつ振動する力学系を構成し，そ

の特徴を利用するニューラル常微分方程式のための新た
な機構を提案した．ニューラル AIS は，振動する力学
系から特徴を取り出す汎用的な手法であり，スパイキン
グニューラルネットワークなどにも応用可能であると考
えられる．
今後の発展として，まずニューラル AISをカオスの縁

と関連づけた理論解析や敵対的学習に対するロバスト性
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表 3 画像分類における 10回の実行に対するテストデータの正解率の平均と，IL-NODEとニューラル AISの学習可能
なパラメータの数．IL-NODEのMNISTとCIFAR-10の結果は文献 [24]で報告された値を示した．IL-NODEの SVHN
の結果は本研究の実験で得られた値を示した．

CIFAR-10 SVHN MNIST

正解率 パラメータ数 正解率 パラメータ数 正解率 パラメータ数

IL-NODE 73.4 36.1K 88.3 36.1K 99.1 20.7K
ニューラル AIS (提案法) 76.2 116.8K 94.6 116.8K 99.5 60.9K
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図 1 複素平面上の推定されたクープマン作用素の固有値（左）と推定された転送作用素の固有値（右）．点線は複素
平面上の単位円を示し，青点は固有値を表す．赤円は絶対値が 1に近い固有値を囲っている．

の評価を行うことが挙げられる．また，転送作用素が作
用する空間としてガウスカーネルによって定まる RKHS
を用いたが，より広い空間を仮定したときの性能を検証
する必要がある．
常微分方程式のパラメータが時刻に依存しないニュー

ラル常微分方程式とは異なり，従来の離散的に変換を行
うモデルの性能に追随するため，ニューラル常微分方程
式において常微分方程式を記述するニューラルネット
ワークのパラメータが時間発展するモデルが提案され
ている [37]．このモデルの力学系は非定常性を持ち，
ニューラル AISと同様の方法を適用することや，異なる
力学系の知識を活かしたアプローチを検討することがで
きる．また，ニューラル常微分方程式の力学系を振動さ
せる方法は本研究の手法以外にも考えられる．今後は，
振動させる方法によって力学系から得られる特徴にどの
ような変化があるのか調査することが考えられる．
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