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1 はじめに
巡回セールスマン問題（traveling salesman

problem, TSP）は与えられた全ての都市をちょう
ど１度通るような最小の巡回路を探す問題であり，
そのシンプルな問題構造から，基盤配線，配送計
画，スケジューリングなど幅広い実問題への応用
例が挙げられた．しかし実応用の場面では，他の
制約を追加することがあり，TSPに対する多くの
拡張問題も研究されてきた．
本研究では，全ての都市が複数のグループに分

割されている場合に，各グループから 1つずつ都
市を訪問し，全てのグループをちょうど 1度訪れる
最小のグループ巡回路を求めるグループ巡回セー
ルスマン問題（group TSP, GTSP）と，各都市を
複数回通ることを考える多重訪問巡回セールスマ
ン問題（many-visits TSP, MVTSP）を考える．2

つの拡張GTSPとMVTSPのそれぞれに対して発
見的解法を提案し，またGTSPに対しては 2つの
数理モデルを設計する．計算実験を行い，数理モ
デルおよび，提案手法の評価を行う．

2 問題説明
2.1 巡回セールスマン問題
頂点（都市）の集合を V = {1, 2, . . . , n}とした

有向完全グラフG = (V,E)と，2頂点間 (i, j) (∈
E)の移動にかかるコスト cijが与えられるとき，巡
回セールスマン問題（traveling salesman problem,

TSP）は全ての頂点をちょうど 1度通る巡回路の
うち，コストが最小となるものを見つける問題で
ある．本研究で扱うコスト行列 cはメトリックで
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あると仮定する．すなわち，三角不等式

cij + cjk ≥ cik ∀i, j, k ∈ V (1)

を満たす．TSPはNP困難であることが知られて
おり，P ̸= NPの仮定のもと，厳密に解く多項式
時間アルゴリズムは存在しない．
TSPを表現する多くの数理モデルがこれまでに

提案されており，その中DFGモデル [1]，MTZモ
デル [2]，GGモデル [3]などが有名である．本研
究では，現状最も効率よく部分巡回路を排除でき
るDFGモデルを扱う．変数 xij を辺 (i, j) ∈ Eを
通るなら 1, 通らない場合 0を取る 0-1決定変数と
すると，DFGモデルは，

min
∑

(i,j)∈E

cijxij (2)

s.t.
∑
j∈V

xij =
∑
j∈V

xji ∀i ∈ V (3)

∑
j∈V

xij = 1 ∀i ∈ V (4)

∑
i∈S,j /∈S

xij ≥ 1 ∀S ⊂ V, S ̸= ∅ (5)

xij ∈ {0, 1} ∀i ∈ V, ∀j ∈ V (6)

のように書くことができる．目的関数 (2)は巡回
路のコストを最小化する．制約 (3)は流量保存則
を示し，制約 (4)は各頂点 iを訪問することを保証
する．制約 (5)は部分巡回路を排除する制約であ
る．しかし，制約 (5)の本数がO(2n)となり，全
ての制約をあらかじめ追加すると非常に効率の悪
いモデルとなるため，制約 (5)を緩和した問題か
ら解き始め，必要に応じて対応する部分巡回路排
除制約を遅延制約として追加する枠組みの方が有
効であることが知られている．

2.2 グループ巡回セールスマン問題
有向完全グラフ G = (V,E)とコスト行列 cに

加え，頂点集合 V の分割（グループの集合）V =
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{V1, V2, . . . , Vm}が新たに与えられるとする．ここ
で，V の分割Vは以下を満たす集合族と定義する．

Vk ∩ Vl = ∅ ∀Vk, Vl ∈ V (7)∪
Vk∈V

Vk = V (8)

Vk ̸= ∅ ∀Vk ∈ V. (9)

以上の入力に対して，グループ巡回セールスマン
問題 (group TSP, GTSP) は全てのグループの任
意の 1頂点をちょうど 1度通るグループ巡回路の
うち，コストが最小となるものを探す問題である．
既存研究では，条件 (7)を緩和した問題定義も見
られるが，グループ間の共通頂点が存在する場合，
それらの頂点に対してダミー頂点を加えることで，
本研究の問題に等価変換ができる．GTSPはTSP

を（各グループに点が 1つしかない）特殊ケース
として含むため，NP困難である．
本研究では GTSP に対して 2 種類の数理モデ

ル，頂点モデルとグループモデル，を提案する．
表記の簡略化のため，集合族 V のラベル集合を
Λ = {1, 2, . . . ,m}と定義し，Ekl を 2つのグルー
プのラベル k, l ∈ Λに対して，

Ekl = {(i, j) | ∀i ∈ Vk, ∀j ∈ Vl}

で与えられる辺の部分集合と定義する．
頂点モデルでは，TSPのモデル (2)–(6)に使用

した 0-1決定変数 xijを利用し，以下のように定式
化できる．

min
∑

(i,j)∈E

cijxij (10)

s.t.
∑
i∈Vk

∑
j∈V \Vk

xji =
∑
i∈Vk

∑
j∈V \Vk

xij ∀k ∈ Λ (11)

∑
i∈Vk

∑
j∈V \Vk

xji = 1 ∀k ∈ Λ (12)

∑
k∈S,l/∈S

∑
(i,j)∈Ekl

xij ≥ 1 ∀S ⊂ Λ, S ̸= ∅ (13)

∑
j∈V

xji =
∑
j∈V

xij ∀i ∈ V (14)

xij ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ E. (15)

目的関数 (10)は巡回路のコストを表す．制約 (11)

はグループに対する流量保存則を示し，制約 (12)

にて丁度 1点の訪問を保証する．制約 (13)は部分

巡回路排除制約であり，TSPのモデル (2)–(6)と
同様に遅延制約として必要に応じて加える．以上
の制約によって全てのグループ間を連結性を保証
しながら訪問することを可能にするが，始点と終
点が異なる経路が構築されてしまう可能性がある．
したがって，制約 (14)を加え，各頂点に対しても
流量保存則を満たすことで実行可能なグループ巡
回路を構築する．
2つ目のモデルとして，グループモデルを提案

する．変数 zkl をグループ k, l ∈ Λ間に直後の移
動関係があるとき 1, ない場合 0を取る 0-1決定変
数，αiを頂点 i ∈ V を訪問するとき 1，しないと
き 0を取る 0-1決定変数とする．また c′klを 2つの
グループ k, l ∈ Λに対して直後の移動関係を持つ
ときはその移動にかかるコストを示し，持たない
場合は 0を取る，すなわち，

c′kl =

cij if zkl = 1, αi = 1, αj = 1

0 otherwise
(16)

を満たす連続補助変数とする．以上の変数 z,α, c′

を用いて，GTSPのグループモデルを以下のよう
に定式化できる．

min
∑
k,l∈Λ

c′kl (17)

s.t.
∑
i∈Vk

αi = 1 ∀k ∈ Λ (18)

c′kl ≥ cij(zkl + αi + αj − 2)

∀(i, j) ∈ Ekl, ∀k, l ∈ Λ

(19)

∑
l∈Λ

zlk =
∑
l∈Λ

zkl ∀k ∈ Λ (20)∑
l∈Λ

zlk = 1 ∀k ∈ Λ (21)∑
k∈S,l/∈S

zkl ≥ 1 ∀S ⊂ Λ, S ̸= ∅ (22)

zkl ∈ {0, 1} ∀k, l ∈ Λ (23)

αi ∈ {0, 1} ∀i ∈ V (24)

c′k,l ≥ 0 ∀k, l ∈ Λ. (25)

目的関数 (17)は c′klを用いて巡回路のコストの最小
化を表す．制約 (18)は同じグループに属する点間
の移動を制限する．また制約 (19)によって c′klが式
(16)にしたがうことを保証する．ここで，グループ
モデルでは，グループを一つの頂点と見ることが
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できるため，TSPの制約 (3)–(5)を制約 (20)–(22)

のように書き換えることができる．
2つのモデルを比較すると，頂点モデルは制約

をO(2|V| + |V|+ |V |)本含み，グループモデルは
制約を O(2|V| + |V|2|V |2)本含むため，頂点モデ
ルはグループモデルと比べ，部分巡回路排除制約
以外の制約の本数が少ない．しかし，グループモ
デルは 0-1変数をO(|V|2+ |V |)個含む一方で，頂
点モデルは 0-1変数を O(|V |2)個含むため，変数
の数ではグループモデルの方が少ない．

2.3 多重訪問巡回セールスマン問題
自己ループを含む有向完全グラフG◦ = (V,E◦),

コスト行列 c，および各頂点 i ∈ V における需要 di

(∈ Z≥0)が与えられるとき，多重訪問巡回セール
スマン問題 (many-visits TSP, MVTSP) は全ての
頂点 iをちょうど di（≥ 1）回通る連結閉路のうち，
コストが最小のものを探す問題である．ここで，頂
点のもつ需要を満たすために，解閉路に（自己ルー
プも含む）同じ辺を複数回通過することができる．
またメトリックの仮定のもと，頂点 iの自己ルー
プのコスト ciiは，cii ≤ minj∈V \{i}{cij+cji}を満
たすものとする．与えられる全ての需要 diが 1で
あるときのMVTSPはTSPとなるため，MVTSP

もNP困難である．MVTSPを各頂点 iを di個の
独立した頂点とみなす場合は，TSPとして解くこ
ともできるが，変換後のグラフの頂点が n個から∑

i∈V di個になるため，diの合計値が大きい場合，
TSPとして解くことが困難である．
MVTSPに対しては Sarinら [4]によって，複数

の数理モデルが提案されている．そのうち，代表
的な一つは，xij を辺 (i, j) ∈ E◦ の通る回数を表
す整数変数に拡張し，

min
∑

(i,j)∈E◦

cijxij (26)

s.t.
∑
j∈V

xij =
∑
j∈V

xji ∀i ∈ V (27)

∑
j∈V

xij = di ∀i ∈ V (28)

∑
i∈S,j /∈S

xij ≥ 1 ∀S ⊂ V, S ̸= ∅ (29)

xij ∈ Z≥0 ∀(i, j) ∈ E◦ (30)

のように書ける．TSPのDFJモデル (2)–(6)と異

なる点は，訪問回数を表す制約 (28)である．また
部分巡回路排除制約 (29)が存在するため，TSPの
DFJモデルと同様に遅延制約として追加するアプ
ローチが有効である．
MVTSPから制約 (28)の代わりに，∑

j∈V
xij ≥ di ∀i ∈ V. (31)

を追加した緩和問題MVTSP(≥)を考える．このと
き，以下の定理が成立する．

定理 1. MVTSPとMVTSP(≥)の最適値は同値で
ある．

Proof. MVTSP(≥) はMVTSPの緩和問題である
から，MVTSP(≥)の最適値はMVTSPの最適値以
下になる．
一方，MVTSPの最適値はMVTSP(≥)の最適値

以下であることを証明するために，解x(≥)を制約
(28)を満たさないMVTSP(≥) の任意の最適解と
する．すなわち，x(≥)における頂点 i ∈ V の訪問
回数 d(x(≥), i)を

d(x(≥), i) =
∑
j∈V

x
(≥)
ij

とするとき，d(x(≥), i′) > di′ ≥ 1となる頂点 i′が
存在する．ここで，δ+(x(≥), i′)と δ−(x(≥), i′)を
それぞれ以下のように定義する：

δ+(x(≥), i′) = {j | x(≥)
i′j ≥ 1}

δ−(x(≥), i′) = {j | x(≥)
ji′ ≥ 1}.

解 x(≥) が最適解であるため，x(≥) には i′ にお
ける自己ループが存在せず，i′ が δ+(x(≥), i′) と
δ−(x(≥), i′)の両方に属さない．ここから，コスト
を増やさずにd(x̄(≥), i′) = d(x(≥), i′)− 1

d(x̄, i) = d(x(≥), i) if i ̸= i′
(32)

となるような実行可能解（最適解）x̄(≥)を作成で
きることを示す．グラフ G(x(≥))を x(≥) による
G◦の（連結）辺誘導部分グラフとする．G(x(≥))

から頂点 i′を削除するときのG(x(≥))の頂点誘導
部分グラフ G(x(≥), i′)の連結性により，2つの頂
点 kと lを選ぶ：
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• G(x(≥), i′)が連結であるとき，δ−(x(≥), i′)と
δ+(x(≥), i′)からそれぞれ任意の 1つの頂点を
選択して k と lとする（k と lが同じ頂点に
なってもよい）．

• G(x(≥), i′)が非連結であるとき，kと lを，そ
れぞれ δ−(x(≥), i′)と δ+(x(≥), i′)から，かつ
異なる連結成分から選ぶ．（G(x(≥))が連結で
あることより，そのような kと lが必ず存在
する．）

選んだ kと lの下で，解 x̄(≥)を
x̄
(≥)
ki′ = x

(≥)
ki′ − 1

x̄
(≥)
i′l = x

(≥)
i′l − 1

x̄
(≥)
kl = x

(≥)
kl + 1

x̄
(≥)
ij = x

(≥)
ij if (i, j) ̸= (k, i′), (i′, l), (k, l)

(33)

のように構築する．解 x̄(≥)が (32)と (33)をみた
すため，流量保存則と被覆制約が満たされる．ま
た，kと lの選び方により，解 x̄(≥)の連結性も保
証される．すなわち，解 x̄(≥)がMVTSP(≥)の実
行可能解である．三角不等式 (1)により解 x̄(≥)の
評価値は解 x(≥)の評価値以下である．
したがって各点 i′ に対して d(x̄(≥), i′) = di′ と

なるまで上記の解変更を繰り返すことで，コスト
を増やさず，x̄(≥)をMVTSPの実行可能解に変換
できる．よって，MVTSPの最適値はMVTSP(≥)

の最適値以下である．

3 グループ巡回セールスマン問題に
対する発見的解法

GTSPの任意の実行可能解はグループの訪問順
序（グループ巡回路）sと各グループで訪問する
頂点の集合 P で表現することができる．

3.1 グループ訪問巡回路に対する最適な訪
問頂点の決定

全体的なアルゴリズムを提案する前に，グルー
プ巡回路 s = (s1, s2, . . . , sm)が与えられるときに
最適な訪問頂点集合 P を求める多項式時間アルゴ
リズムを提案する．
図 1は s = (s1 = 2, s2 = 4, s3 = 1, s4 = 3)

に基づく最適な訪問頂点集合 P を構築する手順を

示している．sが巡回路であるため，先頭グルー
プを全てのグループの中でサイズが最小となるグ
ループとしても，一般性を失わない (図 1aでは V2

である)．先頭グループから任意の 1つの頂点を i′

とし，sのもとでm + 1層の多層グラフ（multi-

stage graph）Gs(i
′)を構築する．Gs(i

′)の第 1層
と第m+1層は頂点 i′のみを含み，その他の層 kに
対しては Vsk の全ての頂点から構成される (図 1b，
1c)．多層グラフでは第 k層と第 k+ 1層の全ての
頂点間にのみ有向辺が存在する．ここで，Gs(i

′)

の第 1層から第m+ 1層までの任意の経路で経由
した頂点の集合が 1つの訪問頂点集合P に対応し，
経路のコストは sの順番に従うときのGTSPの評
価値に対応する．したがって，Gs(i

′) 上の最短路
は，i′を含む最適な P に変換できる．全ての i′に
対応するGs(i

′)を考慮することにより，グループ
巡回路が sのとき，最適な訪問頂点集合 P を求め
ることができる (図 1d)．以上のアルゴリズムの擬
似コードをAlgorithm 1に示す．

V1
V2

V3

V4

(a) GTSPの問題例と
グループ巡回路 s

(b) sから誘導されるグラ
フの一例と始点から終点
までの最短路 1

(c) sから誘導されるグラ
フの一例と始点から終点
までの最短路 2

V1
V2

V3

V4

(d) sに基づく最適な訪問
頂点集合の構築

図 1: sに基づく最適な訪問頂点集合の構築

多層グラフは有向非巡回グラフの特殊ケースで
あるため，1つのGs(i)に対する第1層から第m+1

層までの最短経路を求めるための計算量は，Gs(i)

の辺の数に依存し，O(n2)である．先頭グループ
のサイズは n

m 以下であることからAlgorithm 1の
計算量はO(n3

m )である．
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Algorithm 1 sに基づく最適な訪問頂点集合の
決定．
1: P を初期化する: P ← ∅．
2: v∗ を初期化する: v∗ ←∞．
3: k′ を argmin {|Vk| | k ∈ Λ}の任意の要素とする．
4: for all i ∈ Vk′ do
5: Gs(i)の第 1層から第m+ 1層までの最短経路

問題を解き，P ′ とその評価値 v∗P ′ を得る．
6: if v∗P ′ < v∗ then
7: P ← P ′，v∗ ← v∗P ′．
8: end if
9: end for

10: return P．

3.2 反復局所探索法
Algorithm 1をサブルーチンとして，GTSPの

反復局所探索法を提案する．反復局所探索法の擬
似コードをAlgorithm 2に示す．はじめに，初期の
グループ巡回路sを求めるために，以下のように重
み付き有向完全グラフG(Λ)を構築する．G(Λ)の頂
点集合はグループのラベル集合Λとし，G(Λ)上の
k, l ∈ Λの移動にかかるコストを，対応するグルー
プ Vk とグループ Vl の重心間の距離と設定する．
G(Λ) に対して TSPを解き，得られるグループ巡
回路を sとする．次に sを初期解として，局所探索
法を行う．近傍解の評価関数としてAlgorithm 1を
用いることで，TSPの近傍を利用できる．本研究で
は，そのうち2optとkOR-opt（k = 1, 2）を使用す
る．局所探索法を終え，局所最適解s′を得る．また
GTSP専用の近傍操作として，sequence-location

（SL）操作を提案する．SL操作は，Algorithm 1

より s′ に対する訪問頂点集合 P を求め，P から
誘導される Gの部分グラフに対して TSPを解く
ことで新たな s′を構築する操作である．SL操作
を評価値の改善がなくなるまで繰り返す．最後に
s′の評価値 v′と暫定値 v∗を比較し，改善できた
場合，暫定解 s∗を s′で更新する．その後局所探
索法の新たな初期解 sを生成するため，s∗に対し
て double bridge操作を適用する．以上の一連の
操作を制限時間に達するまで繰り返す．

4 多重訪問巡回セールスマン問題に
対する発見的解法

定理 1から，MVTSPとMVTSP(≥)は等価なた
め，本研究ではMVTSP(≥)に対して発見的解法を

Algorithm 2 GTSPに対する反復局所探索法．
1: v∗ を初期化する: v∗ ←∞．
2: グラフ G(Λ) に対する TSPを解き，求めた解を s
とする．

3: s∗ ← s．
4: repeat
5: sを初期解とする局所探索を行い，近傍解の評

価に Algorithm 1を利用する．得られた局所最
適解とその評価値をそれぞれ s′ と v′ とする．

6: s′を初期解にし，SL操作に基づく反復改善を行
い，s′ と v′ を更新する．

7: if v′ < v∗ then
8: v∗ ← v′，s∗ ← s′ ．
9: end if

10: s∗ を double bridge操作で更新し，得られた解
を sとする．

11: until 制限時間に到達する．
12: Algorithm 1に s∗ を与え，P ∗ を求める．
13: return s∗，P ∗．

構築し，その後定理 1で示したアルゴリズムに則
りMVTSPの解へ変換する．
MVTSP(≥)（(26)–(27)，(31)，(29)–(30)）の任

意の実行可能解をxとする．xは流量保存則 (27)を
満たすため，解xから誘導されるグラフG(x)は複
数の単純閉路を用いて被覆することができる．この
性質を用いて，集合被覆問題 (set covering prob-

lem, SCP)の数理モデルをもとに MVTSP(≥) の
SCPモデルを提案する．グラフG◦に含まれる全
ての単純閉路の集合を Jall，単純閉路 j ∈ Jall の
コストを τj とする．単純閉路 j に点 i（∈ V）が
含まれるときと含まれないときの状況をそれぞれ
aij = 1と aij = 0で表す．以上の記号と，変数
yj を単純閉路 j の選択回数を示す整数変数とし，
MVTSP(≥) の SCPモデルを以下のように表現で
きる．

min
∑
j∈Jall

τjyj (34)

s.t.
∑
j∈Jall

aijyj ≥ di ∀i ∈ V (35)

yj ∈ Z≥0 ∀j ∈ Jall. (36)

ここで，目的関数 (34)は選択した単純閉路のコス
トの総和を表す．制約 (35)は被覆制約を表す．現
状の SCPモデル (34)–(36)は選択した単純閉路間
の連結性を保証しない．また，Jallのサイズはnに
対する指数オーダーになるため，SCPモデルの構
築，求解は困難である．したがって，Jallの代わり
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に Jallの部分集合 J を用いるモデル SCP(J)を考
える．提案手法では SCP(Jall)の最適解に選ばれ
やすい単純閉路のみを J に加え，J のサイズを制
限する手法を提案する．また連結の保証がある解
を得るための方法を提案する．
本研究では J の構築をするために，MVTSP(≥)

の数理モデルから制約 (29)を除き，線形緩和した
線形計画モデル（LBモデル）を利用する．ここ
で，LBモデルは完全単模性をもつため，線形緩
和をしても整数最適解が存在する．提案手法では，
LBモデルの最適解 x∗の単純閉路分解を行う．解
x∗から得られた単純閉路集合をQx∗ とするとき，
解 x∗がMVTSP(≥)の緩和問題の最適解であるた
め，単純閉路 C ∈ Qx∗ がMVTSP(≥)の最適解に
含まれる可能性が高い．したがって，Qx∗ の全て
の閉路を Jに追加する．しかし，LBモデルは部分
巡回路排除制約 (29)が緩和されたため，構築され
た集合 Qx∗ に含まれる単純閉路を全て用いても，
MVTSP(≥)の実行可能解を構築できない可能性が
ある．そこで，本研究では集合Qx∗ を連結させる
連結補正閉路 C̄を以下のように構築し，C̄も同時
に J に加える．例として，図 2のような 6個の単
純閉路C1, C2, . . . , C6を含むQx∗ を考える．閉路
C1 と C2，C3 と C4 が連結であるため，Qx∗ に 4

つの連結成分を持つことがわかる．ゆえに，連結
補正閉路 C̄を構築するには，各連結成分をそれぞ
れグループとみなしたGTSPを解くことで求めら
れる．以上の流れで，LBモデルの最適解x∗に対

C1 C2

C3

C4

C5

C6

図 2: 集合 Qx∗ に含まれる単純閉路

して構築される Qx∗ と C̄ を J に加える．ここま
でを 1反復とし，2反復目から次の制約を追加し
た LBモデル（LB(X)）を考える．∑
(i,j)∈C

xij ≤ L(C,x∗) ∀x∗ ∈ X, ∀C ∈ Qx∗ . (37)

ここで，Xは今までに得られた解からなる集合で
あり，V (C)を単純閉路 C に含まれる点の集合と

し，L(C,x∗)は以下のように定義する．

L(C,x∗) =


0 C が自己ループ∑
(i,j)∈C

x∗ij − |V (C)| その他の場合.

制約 (37) を課すことで，毎回の反復で異なる単
純閉路の追加が保証できる．提案手法では，J の
サイズが十分な数（パラメータ α）になるまで反
復を続ける．J を構築するためのアルゴリズムを
Algorithm 3に示す．

Algorithm 3 集合 J の構築手法．
1: 単純閉路集合 J を空集合で初期化する: J ← ∅．
2: 解集合X を空集合で初期化する：X ← ∅．
3: while |J | ≤ α do
4: 緩和問題 LB(X)を解き，解 x∗ を得る．
5: 解 x∗をもとに，単純閉路集合Qx∗ を構築する．
6: 単純閉路集合Qx∗の連結補正閉路 C̄を構築する．
7: 集合 J を更新する：J ← J ∪Qx∗ ∪ {C̄}．
8: 集合X を更新する：X ← X ∪ {x∗}．
9: end while

J の構築後，SCP(J)を解いて連結の保証があ
る解を得るための手法を提案する．SCP(J)の実
行可能領域の部分集合 Y を用いて，SCP(J)に以
下の制約を加えたモデルを SCP(J, Y )とする：∑

j∈Φ(y∗)

yj ≥ 1 ∀y∗ ∈ Y. (38)

ここで，Φ(y∗)は y∗に含まれた連結成分のうち 2

つ以上の連結成分間を連結させることができる閉
路からなる Jの部分集合である．制約 (38)を追加
することで，連結保証のないy∗を排除することが
できる．提案手法では，SCP(J, Y )の最適解 y∗を
求め，y∗に対応する閉路群が連結でないとき，y∗

を Y に追加し，再び SCP(J, Y )を解く．このよう
な反復を連結保証のある解 y∗を得るまで続ける．

5 計算実験
GTSP と MVTSP に対して数理モデルと発見

的解法との比較実験を行った．計算環境は CPU

4.00 GHz Xeon E-2286G，メモリ 64 GBである．
プログラミング言語はPython 3.11.9であり，数理
モデルの計算と，MVTSPの発見的解法に関わる
線形モデルと整数モデルは数理最適化ソルバーの
Gurobi 9.5.1を使用した．TSPを解く際にはLHK
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法 [5]を用いた．各手法または各モデルにおいて，
1つの問題例に対する制限時間は 600秒とした．
GTSP の問題例は TSPLIB にある 4 問

（berlin52, kroA100, u159, kroA200）をベースに
頂点の座標を設定し，k-means 法を用いて m グ
ループの分割を行った．各 nと mの組み合わせ
に対し 5問生成し，その平均値で各手法を評価す
る．表 1は GTSPの各手法で得られる解の%gap

の平均値を示す．ここで，解の質を表す「%gap」
は評価値を UB，頂点モデルの下界値を LB1，グ
ループモデルの下界値を LB2とし，

%gap =
UB −max{LB1, LB2}

max{LB1, LB2}
× 100

で定義する．また「inf」は 5問中に実行可能解が
得られない問題例が存在することを表す．nが小
さいときは，3つの手法とも同程度の質の解を求
められた．しかし，nが大きくなるに連れて，数
理モデルで得られる解よりも，発見的解法で得ら
れる解の質が高くなる傾向がある．

表 1: GTSPに対する解の精度（%gap）
問題例 頂点 グループ
n m モデル モデル 発見的解法
52 5 0.0 0.0 0.0

52 10 0.0 0.0 0.1

52 26 0.0 0.0 0.0

100 10 2.5 2.5 2.9

100 20 2.4 2.7 2.4

100 50 6.6 inf 6.5

159 15 23.4 23.4 23.3

159 31 32.4 32.9 30.9

159 79 inf inf 25.1

200 20 50.5 48.7 48.3

200 40 74.5 59.6 38.6

200 100 inf inf 25.0

MVTSPの問題例は，GTSPと同じくTSPLIB

の 4問を用いた．各頂点 i ∈ V の需要 diは一様乱
数U(1, 5)，U(6, 10)，U(15, 20)に従い設定し，そ
れぞれタイプ I–IIIと呼ぶ．また同様に各設定に対
して乱数問題例を 5問生成した．発見的解法の中で
GTSPを解く際は，反復局所探索法（Algorithm 2）
を 10秒間用いた．またパラメータ α = 100と設
定した．表 2 は MVTSP の各手法で得られる解
の%gapの平均値を示す．数理モデル (26)–(30)は
n = 52の問題例でのみ最適解を求めたが，その他
の nでは実行可能解すら求めることができなかっ
た．一方で発見的解法は全ての問題例に対して，実

行可能解を得ることができた．しかし，小規模の
問題例に対しても最適解は得られなかった．

表 2: MVTSPに対する解の精度（%gap）
問題例

n タイプ 数理モデル 発見的解法
52 I 0.0 3.7

52 II 0.0 1.0

52 III 0.0 0.4

100 I inf 9.7

100 II inf 4.3

100 III inf 1.8

159 I inf 8.1

159 II inf 3.5

159 III inf 1.5

200 I inf 10.6

200 II inf 4.2

200 III inf 1.8

6 今後の課題
これまで自己ループを含む有向完全グラフ G◦

に対する MVTSP について議論した．以降は自
己ループを含まない有向完全グラフ G に対する
MVTSPを考える．このとき，以下の定理が成立
する．
定理 2. 自己ループを含まない有向完全グラフG

に対するMVTSPに実行可能解が存在する必要十
分条件は，∑

j∈V \{i}

dj ≥ di ∀i ∈ V (39)

である．

Proof. (十分性の証明) Gに対するMVTSPの任
意の実行可能解xにおいて式 (39)を満たすことを
示せばよい．ここで実行可能解xは制約 (27)と制
約 (28)を満たすため，

dj =
∑

k∈V \{j}

xkj =
∑

k∈V \{j}

xjk ∀j ∈ V (40)

が成立する．したがって，点 iを除く全ての点 j ∈ V

に対する式 (40)の和を取ると，∑
j∈V \{i}

dj =
∑

j∈V \{i}

∑
k∈V \{j}

xjk

=
∑

j∈V \{i}

∑
k∈V \{j}

xkj ≥
∑

j∈V \{i}

xij = di
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が成立する．ゆえに式 (39)を満たす．
(必要性の証明) 必要性を証明するために，

MVTSP の実行可能解を構築できる min-max

decrement法（Algorithm 4）を提案する．Step 12

で得られるRは連結性の保証がある実行可能解で
ある．ここで，Algorithm 4を用いて実行可能解

Algorithm 4 Min-max decrement法．
1: 全ての頂点 i ∈ V において，d̄i ← di として初期
化する．

2: Rを空のリストとして初期化する．
3: repeat
4: j ← argmin

i∈V
{d̄i | d̄i ≥ 1}．

5: d̄j ← d̄j − 1．
6: Rの最後尾に頂点 j を追加する．
7: j ← argmax

i∈V
{d̄i}．

8: d̄j ← d̄j − 1．
9: Rの最後尾に頂点 j を追加する．

10: until |{i ∈ V |d̄i}| ≥ 1．
11: if |{i ∈ V |d̄i}| = 0 then
12: 実行可能解 Rを返す．
13: else
14: 実行可能解を生成せずに終了する．
15: end if

を構築できず，終了した場合（Step 14）を考える．
このときの d̄には，d̄i′ が正の値である頂点 i′ が
ただ 1つ存在し，その他の頂点 j ∈ V \ {i′}では
d̄j = 0である．したがって，終了状態において

d̄i′ >
∑

j∈V \{i′}

d̄j (41)

が成立する．ここで，一つ前の反復を考えると，式
(41)の両辺がそれぞれ 1ずつ加えられるため，式
(41) は一つ前の反復でも成立する．したがって，
Algorithm 4を用いて実行可能解を構築できない
ならば，以下の式を満たす．

di′ >
∑

j∈V \{i′}

dj . (42)

上記の対偶を考えると，式 (39) を満たすならば
Algorithm 4によってMVTSPの実行可能解を構
築できる．

4節で議論した自己ループを含む有向完全グラ
フ G◦ に対するMVTSPの発見的解法は，定理 1

のもと，MVTSP(≥)の解を変換してMVTSPの実
行可能解を得た．しかし，自己ループを含まない

有向完全グラフGに対するMVTSPは，定理 1が
成立しないケースが存在する．したがってGに対
するMVTSPには，4節で提案した発見的解法と
異なるものを考える必要がある．

7 おわりに
本研究では，巡回セールスマン問題（TSP）

の拡張問題である多重訪問巡回セールスマン問
題（MVTSP）とグループ巡回セールスマン問題
（GTSP）を扱い，MVTSPに対しては発見的解法
を提案し，GTSPに対しては発見的解法と 2種類
の数理モデルを構築した．計算実験では，GTSP

とMVTSPのそれぞれに対して，提案手法の有効
性を確認できた．
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