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概要：ランキング集約問題とは、与えられた d個の順列を最適に代表する順列（集約順列）を求める問題

であり、WEB検索エンジンのランキングの集約や、クラスタリング、SEOスパム検知などの応用を持つ

問題である。本研究においては、2つの順列の間の差異を編集距離を用いて定義し、それを最適集約順列

を求めるアルゴリズムについての考察を行う。特に、d ≤ 3の場合は多項式時間アルゴリズムを与え、一

般の dについては近似アルゴリズムの設計を与える。また、この問題の双対問題は、順列の間の協調部分

列（同時順序保持部分列）の長さあるいは重み和を類似度とした順列集合の中央値（最適協調順列）を求

める問題ともとらえることができ、その見地を用いたアルゴリズムの提案も行う。
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1. 問題の導入

1.1 順列集合の代表元とランキング集約問題

複数のデータ列が与えられたとき、それらを代表する一

つのデータ列を求める問題は、データ処理の典型的な問題

である。この問題には、データ列の性質や、データ列の間

の類似度や距離の尺度、評価基準などで様々なバリエー

ションがある。

例えば、それぞれのデータ列が d次元空間の点を表すベ

クトルである場合は、それらの重心（平均点）や、中心点

（データ点を包含する最小半径の球の中心）、中央値などが、

代表するデータ列になり、統計やデータ解析では重要な概

念である。また、データ列がＤＮＡの配列であれば、遺伝

子の編集距離を尺度とした代表列を求める問題は、マル

ティプルアラインメント問題と呼ばれる、バイオインフォ

マティクスにおける重要な問題となる。

本研究ではデータ列として、順列を考え、d個の順列に対し

て、それらを代表する順列（集約順列)を与える問題を考える。

ここで、長さmの順列とは、集合U = [1, n] = {1, 2, . . . , n}
の要素をm個並べたものである。簡単のため、以下では、

入力の順列は長さ nとし、U の置換とみなして積や逆置換

を利用する。

集約順列問題は、複数人に対する投票の集計問題の一つ

の定式化であり、また、Web検索エンジンのランキング集

約問題 (Rank aggregation problem) として研究されてい

る。投票の集計問題では一般に dは大きく、一方でWeb検
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索エンジンのランキング集約問題では dはランキング手法

の種類であり、比較的小さい。WEB検索のランキング集

約問題においては U はサーチで検索されたWEBページの

集合であり、Li i = 1, 2, . . . , dを、サーチエンジン iによ

るWEBページの重要度順に並べた順列とする。この順列

のことをサーチエンジン iによるランキングと呼ぶ。本来

のWEBページの重要度によるランキングは、サーチエン

ジンに依存しないことが望ましいが、現実にはランキング

はサーチエンジンに依存し、また、サーチエンジンによっ

ては、SEOスパム (Search Engine Optimization Spam) と

呼ばれる、検索アルゴリズムの特性を悪用して、WWW上

のデータを操作して特定のページのランクを向上させる不

正行為により、実際の重要度とは大きく異なるランキング

が与えられることがある。

もっともシンプルな集約手法は、サーチエンジン iで k

番目にランクされたページに対して評価値 f(i, k)を与え、

各ページに対して d個のサーチエンジンでの評価値の和を

取り、その和の順番にページを並べたものを集約順列とし

て利用する手法である。例えば f(i, k) = k−1とすると、い

わゆる Zipfの法則にしたがった評価値の和に従った並べ方

になる。しかしながら、この方法では、一つのサーチエン

ジンにおける順列での順位の大きな変更が集約順列に大き

く影響し、具体的には多数のサーチエンジンでページ xが

ページ y より上位でありながら、y の方が集約順列では x

より上位にランクされることが起こりえる。このような不

公平さを制限するため、文献 [3]では、不公平さの上限を

制約条件として与えた線型計画問題への定式化を行って問

題を解く事が提案されている。また、Dworkら [5]は、順
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列の間の転倒数の総和を最小にするように最適化して、集

約順列を求める定式化を提案し、d = 4においてすら NP

困難であることを示し、確率的な局所探索ヒューリスティ

クスの提案とそれによる実験結果を与えている。

1.2 本論文の成果

1.2.1 編集コストを用いた集約順列問題の提案と定式化

本論文においては、順列の編集コストを相違度として集

約順列問題を取り扱う。

要素の移動を編集の単位操作とする。すなわち、順列

σ = σ(1), σ(2), . . . , σ(n) に対して、任意の要素 a = σ(i)

を第 σ(j) の直後の位置に移動する操作を move(a, j) と

する。先頭への移動は move(a, 0) で表す。例として、

σ = 3, 5, 1, 2, 4 に対して、move(1, 0) は、1 を先頭の位

置に移動する操作であり、move(1, 0)σ = (1, 3, 5, 2, 4)とな

る。移動は、削除と挿入の対と考えてもよい。上記の例な

ら、三番目の位置にある 1を削除し、先頭に 1を挿入する

と考えるのと同等である。

編集の最終目標の順列が σであるとき、[1, n]上の非負の

重み関数wを与え、編集過程にある順列に対してmove(a, j)

を施すとき、そのコストは w(a) であるとする。これは、

σ における要素 a の重要度を示す指標である。特に全て

の重みが 1であるとき、重みなしモデルであるという。編

集において、移動した要素全体からなる集合を移動要素集

合と呼ぶ。移動要素集合を X とすると、編集のコストは、

X の要素の重み和
∑

a∈X w(a)である。順列 τ を順列 σに

編集操作の列で変換するとき、操作のコストの総和を最

小にする操作列を最適変換と呼び、最適変換のコストを、

f(τ, σ;w)と表し、τ から σへの編集距離と呼ぶ。

定義 1. 与えられた d個の順列 σ1, σ2, . . . , σd と重み関数

w1, w2, . . . , wd に対して、順列 τ で、
∑d

k=1 f(τ, σk;wk) を

最小にするものを、編集操作に関する最適集約順列と呼ぶ.

すなわち、最適集約順列 uは、そこから入力の d個の置

換への編集距離の総和を最小にする順列である。この問題

は編集距離に関する中央値を求める問題であり、順列でな

く文字列を考えると、星型アラインメント問題という名前

で定式化されており、バイオインフォマティクスへの応用

から考察されている [10]。文字の取り換えまで含めた編集

距離においては、dが変数であるときには、NP困難であ

り、近似アルゴリズムの設計においては MAX-SNP困難

である。一方、dが定数の場合は多項式時間アルゴリズム

の設計が可能であり、計算量クラス XPに入る。

一方で本論文で取り扱う最適縮約順列問題は、入力は順

列であり、文字列の移動、すなわち挿入と削除しか取り扱

わないので、一見するとより易しい問題に見える。しかし

ながら、出力も順列であり、重複を許さないため、一種の

巡回セールスマン問題とみなすこともでき、文字列の場合

のアルゴリズムは適用できず、dが定数であっても、計算

理論的に困難な問題であると予想される。

1.2.2 最適集約順列と最適協調順列問題

順列 σを置換としてみたとき、逆置換 σ−1を考える。定

義から、σ(i) = kであれば、σ−1(k) = i であり、kに対し

て、順列 σで kが現れる位置、要素 kの σにおける順位を

与える。

2つの長さ nの順列 σ, µに対して、それらのジョイント

列 Y (σ, µ) を、二次元ベクトル (σ(i), µ(i)) (i = 1, 2, . . . , n)

の列とする。インデックス集合 A ⊆ [1, n] に対して、長さ

nのデータ列X に対してX|Aを、インデックス集合 Aに

対応する部分列とする。この時、次のような定義を与える。

定義 2. Y |A(σ, µ) が協調部分列であるとは、任意の

i ̸= j ∈ Aに対して (σ(i) − σ(j))(mu(i) − µ(j)) > 0 が成

り立つことをいう。

言い換えると、協調部分列であるとは、Aにおいて、σ

の要素の大小の順位付けが µと同じである、つまり同時部

分列として同一の順序を保持していることを意味する。す

なわち、σ|A と µ|Aは、順序保持マッチング [2], [6]になっ

ている。この時、下記が成立する。

定理 1. 順列 σと µにおいて、X を移動要素集合とする編

集が存在するための必要十分条件は、補集合 X̄ = U \X
に対して Y |X̄(σ−1, µ−1)が協調部分列になることである。

[1, n] 上の重み関数 w を与え、A ⊆ [1, n] に対し、

w(A) =
∑

i∈A w(i) とするとき、順列 σ と µ の協調度

α(σ, µ;w)を、協調部分列のインデックス集合 Aで最大の

重みをもつものの重みとする。

d個の順列 σ1, σ2, . . . , σd と重み関数 w1, w2, . . . wd に対

して、順列 µで、
∑d

i=1 α(σi, µ, wi)　を最大化するものを

最適協調順列と呼ぶ。これは、協調度に関して d個のデー

タを代表する中央値データを与える問題である。順序保持

マッチングは時系列解析や音楽情報解析などに利用されて

おり、最適協調順列も同様に有用な概念と考えられる。

上記の定理から、次を得る。

系 1. 与えられた順列の集合 σ1, σ2, . . . , σdと重み関数に対

して順列 µが最適協調順列であるための必要十分条件は、

σ−1
1 , σ−1

2 , . . . , σ−1
d と、おなじ重み関数に対して µ−1 が最

適集約順列であることである。

したがって、最適協調順列問題と最適集約順列問題は同

値な問題（双対問題）である。

1.2.3 アルゴリズムと計算複雑度

本論文では、主に小さい dの場合のアルゴリズムと計算

複雑度を論じ、下記の定理を与える。

定理 2. 最適集約置換順列問題は、d = 2ではO(n log log n)

時間、d = 3であればO(n2 log n) 時間で解くことができる。

特に d = 3の場合の最適集約置換は、3つの順列の編集

距離に関するシュタイナー点とみなすことができ、順列の

集合のシュタイナー木や系統樹を構築するアルゴリズムの

部品として利用することができる。最適集約順列問題の多
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項式計算可能性は未解決であり、d = 4で重みなしモデル

の場合でも多項式時間で求解できるかどうかは判明してい

ない。一方、計算困難性に関しては、重み付きで、順列の

代わりに重複順列を考えて一般化した問題では、dが変数

である場合は NP困難になる事が知られている [8]。また、

本論文では近似アルゴリズムの設計についても議論する。

2. 最適編集と最大増加部分列

まず、与えられた τ から σ への編集距離の計算を考察

する。U の要素を σ−1 を施して書き換えて、µ = τσ−1

を単位置換に対する順列 1, 2, 3, . . . , n に編集する問題に

変換できる。µ を編集するときに移動する要素の集合を

A = {a1, a2, . . . , as}とすると、編集コストは、
∑s

i=1 w(ai)

である。目的とする順列が単位置換であり、U \ Aの要素
は移動されないので、µにおいて U \A の要素たちは単調
増加部分列をなす。逆に、µの単調増加部分列が与えられ

れば、それ以外の要素を移動させることにより、単位置換

に編集することができる。したがって次を得る。

補題 1. 編集距離を計算するには、µの最大重み単調増加

部分列を計算すればよい。

順列における最大重み単調増加部分列の計算は、置換グラ

フの最大重み独立点集合問題と同値であり、O(n log log n)

時間のアルゴリズムが知られている [4]。したがって、次を

得る

定理 3. 長さ n の 2 つの置換の最適編集距離は

O(n log log n)時間で計算できる。

3. d = 2, 3 の場合のアルゴリズム

説明の都合上、最適協調順列問題に対するアルゴリズ

ムを与える。最適協調順列問題の入力である d 個の順

列 σ1, σ2, . . . , σd から、行列 M = (aj,k)1≤j≤d,1≤k≤n を、

aj,k = σj(k)で定義する。M の k番目の列ベクトルは、U

の要素 kに対応する。

最適協調順列が µで、その時の重み和をW とする。M

の列を µ−1 で置換すると、その各行と ι = 1, 2, 3, . . . , nと

の協調部分列の重み和がW と等しい。一方、ι との協調部

分列は、単調増加部分列の事である。したがって、M の列

の置換で、各行の最大重み単調増加部分列の重み和が最大

になるものが µ−1 であり、これを求めればよい。

今、ある置換 τ に対して、τM の各行の最大重み単調増

加列を一つ固定しよう。下記の補題は容易に確かめられる。

補題 2. τM において、もしもある列が各行の単調増加列

の重み和への貢献がその列の要素の重みの最大値未満であ

れば、その列を適当な場所に移動して、重み和を増加させ

ることができる。

したがって、d = 2の場合は、列の要素 2つともが単調

増加列に貢献する列を最適に置換することができれば、そ

の他の列は、最大要素が貢献するように追加していくこと

ができる。ここで、要素が 2つとも貢献することによる目

的関数への増分は、その列の小さい方の要素重みになる。

したがって、次のアルゴリズムを考える。

( 1 ) M の第一行が昇順になるように列を置換する（すなわ

ち、σ−1
1 を施す）

( 2 ) M の第二行の最大重み単調増加列を計算する。ここ

で、重みは、各列の要素の小さい方の重みとする

( 3 ) 上記の単調増加列に入らない列で、第二行に重みが大

きい方の要素がある列は、第二行の単調増加列にその

要素が加わって単調列になる位置に移動する

( 4 ) 出来上がった行列の第一行の順列に対する置換を τ と

し、σ1τ を出力する

上記のアルゴリズムは、d = 2の時の最適協調順列問題

の解を与える。アルゴリズムにおいて、第二ステップは

上述のように O(n log log n)時間で計算でき、その他のス

テップはバケットソートとマージ操作を用いると O(n)時

間で実行できる。したがって、アルゴリズムの計算複雑度

は O(n log log n)である。なお、重みなしモデルにおいて

は、上記アルゴリズムで τ は単位置換になり、すなわち σ1

自体が解であるので、計算を全くせずに問題は解ける。

d = 3の時にも、補題 2により、各列の最大重みは解に

おける行の単調増加列に貢献できるように移動できる。し

たがって、M の列のうち、2つ以上の要素が単調増加列に

寄与しているもののみをまず考え、その後補題 2を用いて

残りの列を配置する。

アルゴリズム設計のために、いくつかの用語を準備する。

M の列をいくつか重複を許して並べて作った行列Bと、B

の第 i行における単調増加部分列 ai (i = 1, 2, 3)を考えた

組 B = (B,a1,a2,a3)を候補図式 (candidate diagram)と

呼ぶ。候補図式において、全ての列において、その 3つの

要素のうち少なくとも 2個が a1, a2, a3 のいずれかに含ま

れているとき、候補図式が二重被覆図式であると呼ぶ。

補題 3. 二重被覆図式には、M の列は重複して現れない。

証明：列 c = (c1, c2, c2)が Bに二回現れるとする。一般

性を失わず、最初の出現において c1 ∈ a1, c2 ∈ a2 である

としよう。すると、二回目の出現において、2つの要素が

単調増加部分列に含まれるので、どちらか、たとえば c1が

a1 に含まれることになる。しかし、a1 は単調部分列なの

で、同一要素は二回現れない。したがって列が重複して現

れることはない。証明終了。

二重被覆図式Bにおいて、列 cの有効重みを、cにおい

て単調増加部分列に入る要素の重みの和から、cの要素の

最大重みを引いたものとし、Bの有効重み W̃ (B)を、その

すべての列の有効重みの和とする。M の各列の最大重み

の総和をW0 とする。定義から、次の補題を得る。

補題 4. 二重被覆図式B に対して、Bに入らない列を補題 2

を用いて配置すると、最適協調順列で重み和が W̃ (B)+W0

であるものが得られる。一方、最適協調順列に対応して列
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を並べ替えた行列から、単一の要素しか行の最大重み部分

列に貢献しない列を除くと、二重被覆図式で、有効重みを

最大にするものを得られる。

したがって、二重被覆図式で有効重みを最大にするもの

を求めれば、上記の補題により、最適協調順列を求めるこ

とができる。二重被覆図式においては、重複を気にせずに

最適化を行えば、補題 3から自動的に重複を排除した図式

が得られることに注意しよう。

定理 4. d = 3のとき、有効重みを最大にする二重被覆図

式は O(n2 log n)時間で計算できる。

定理を証明する。まず、標準的な動的計画法によるアル

ゴリズムの設計指針を示し、その後計算時間を改良する工夫

を述べる。インデックスの 3つ組 r = (r1, r2, r3) ∈ [1, n]3

に対して、i = 1, 2, 3それぞれで第 i行の単調増加列の最

終要素が ri である二重被覆図式の有効重み全ての最大値

を F (r)とする。もしそのような二重被覆図式が存在しな

ければ F (r) = 0とする。

r と 2 つ以上要素を共有する M の列 c（高々一つし

か存在しない） を考える。そのような列が存在しなけ

れば、F (r) = 0 である。この時、c = (c1, c2, c3) とし、

w(c1), w(c2), w(c3)をそれぞれの要素の重み、w0(c)をそ

れらのうちの最大の重みとする。すると、二重被覆図式の

定義から、以下の再帰式が成立する。

( 1 ) cが rと 2つ要素を共有する (c1 = r1, c2 = r2, c3 ̸= r3

とする)とき、F (r) = maxq1<r1,q2<r2 F ((q1, q2, r3))+

max{w(c1) + w(c2)− w0(c), 0}.
( 2 ) c = rの時、F (r) = maxq1<r1,q2<r2,q3<r3 F ((q1, q2, q3))+

w(c1) + w(c2) + w(c3)− w0(c).

この再帰式に従って、辞書式順序で動的計画法を実行する

ことができ、標準的な動的計画法のバックトラックで二

重被覆図式が求まる。ナイーブに実装すると、rの候補は

O(n3)あり、再帰式の計算に最悪 O(n3)の計算時間を要す

るので、アルゴリズムの計算時間は O(n6)となる。しかし

ながら、F の値が 0でない r は、M の n個の列のどれか

と 2つ以上の要素を共有し、その成分は n以下の自然数な

ので、O(n2)個しかない。

再帰式の第一のケースでのmaxq1<r1,q2<r2 F ((q1, q2, r3))

は、領域 x < r1, y < r2, z = r3 に入る (x, y, z)における

F の値の最大値なので、z を固定すると、二次元の領域探

索問題（詳しくは領域最大値探索問題）である。領域探索

問題には、O(log2 n) 時間で探索と、データの挿入が行え

るデータ構造が知られている ([9])。第一番目の再帰式は

動的計画法において O(n2)回計算するので、計算時間は

O(n2 log2 n)である。

再帰式の第二番目のケースの計算は、おなじデータ構造

を z = 1, 2, . . . , r3 − 1まで用いることにより O(n log2 n)

で実行できる。一方、再帰式の第二番目の計算は O(n)回

しか行われない。したがって、計算時間は O(n2 log2 n) で

ある。以上により、O(n2 log n)時間のアルゴリズムが構築

できた。証明終了。

したがって、最適協調順列は d = 3の時 O(n2 log2 n)時

間で計算できる。順列が重複順列であるときも同じ計算時

間で解くことができるが、本論文では割愛する。

4. 近似アルゴリズムの設計

重みのない場合、「集約順列として d個の置換のうちで

最も良いものを選ぶ」という非常に単純なアルゴリズムが

最適集約順列問題の 2近似アルゴリズムになる。一方で、

重みのある場合は、上記のアルゴリズムに対する品質保証

の議論は成立しない。重みが正規化されている、すなわち

M の各列の重みが同一ならば、M の重みの総和を Z とす

ると、下記が成立する。（以下証明は本稿では省く）。

定理 5. dが定数で、最適集約順列の編集重み和をW = rZ

とするとき、(2− r)W 以下の編集重み和をもつ近似解を多

項式時間で計算できる。

最適協調順列は最大化問題であり、dに依存しない定数

近似は容易でない。dが定数の時は、下記の結果を与える。

定理 6. dが定数で、重みが正規化されていれば、最適協調順

列問題に対して最適解の重みをWoptとするとWalg ≥ Wopt

d1/2

かつ任意の 0 ≤ ϵ ≤ 1に対して Walg ≥ 2ϵWopt − ϵ2Z を満

たす重みWalg を持つ解を多項式時間で計算できる。
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