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1. はじめに 

非線形系の時間発展を線形の計算で扱うための方法とし

て Koopman 作用素が知られている[1]．近年，対象モデル

の時系列データと辞書を用いて近似的な Koopman 行列を

構築する拡張動的モード分解 (Extended Dynamic Mode 

Decomposition, EDMD)[2]という手法が盛んに研究されてい

る．しかし，対象モデルの観測量の次元や辞書サイズが大

きい場合，同定した Koopman 行列のサイズが増加し，計

算量も大きくなってしまう．物理モデルの特性を活かした

シミュレーション手法への応用も模索されているが[3]，こ

ういった手法においては事前に対象の特徴を知っておく必

要がある．また，データから学習した Koopman 行列の利

用に関しても，固有値解析による議論が中心となることが

多く，他の視点からの効率化や特徴づけに関する研究は，

まだ不十分な状況と言える。 

本研究では，物理モデルの時系列データから得られた

Koopman 行列に対して階層型クラスタリングを用いた解析

を行う．これにより，それぞれの似ている行，列を抽出で

きる．これらの解析に基づいて行列の要素の合成すること

で，低次の Koopman 行列を導出し，計算量削減を行う手

法を提案する． 

2. Koopman作用素 

状態量𝒙𝑡の非線形の時間発展関数𝐹(𝒙𝑡) = 𝒙𝑡+1について

考える．Koopman 作用素[1]とは，状態量ではなく観測量

𝒚𝑡 = 𝒈(𝒙𝑡)に対して，線形演算による時間発展をもたらす

作用素のことである．Koopman 作用素𝒦を用いた計算式は

次のように定義される． 
 

𝒦𝒚𝑡 = 𝒈 ∘ 𝐹(𝒙𝑡) = 𝒚𝑡+1 (1)  
Koopman 作用素𝒦により，非線形系を線形演算で解析で

きるようになるが，一方で無限次元を考える必要がある．

そのため計算機上でそのまま扱うことは容易ではない． 

3. EDMD 

EDMD[2]は，スナップショットペアと辞書を用いて，

Koopman 作用素を近似し，Koopman 行列𝑲を同定する手法

である．スナップショットペアとは時系列データにおける，

時間発展前の状態量と時間発展後の状態量のペアデータ

(𝑿𝟏 = [𝒙𝟏, 𝒙𝟐, ⋯ , 𝒙𝒔], 𝑿𝟐 = [𝒙𝟐, 𝒙𝟑, ⋯ , 𝒙𝒔+𝟏])のことである．

辞書とは関数の集合であり，EDMD で用いられる辞書関数

として，べき乗の辞書，放射基底関数など様々な関数が辞

書関数として知られている．辞書𝚿(𝒙)は𝐷個の関数によっ

て𝚿(𝒙) = [𝜓1(𝒙), 𝜓2(𝒙), ⋯ , 𝜓𝐷(𝒙)]𝑇 と表記される．また

EDMD では辞書関数を観測量として用いて,次のように時

間発展を行う．  
𝑲𝚿(𝒙𝒕) = 𝚿(𝒙𝒕+𝟏) (2)  

ここでKoopman行列𝑲は，状態量のスナップショットペア

𝑿1, 𝑿2と辞書𝚿(𝒙)を用いて，最小二乗問題を解くことによ

って求めることができる．具体的には，以下のように定義

する行列𝑮と行列𝑨を用いてKoopman行列𝑲 ∈ ℝ𝐷×𝐷が計算

される． 

𝑮 =
1

𝑠
∑ 𝚿(𝒙𝑖)𝚿(𝒙𝑖)

𝑇

𝑠

𝑖=1

    (3) 

𝑨 =
1

𝑠
∑ 𝚿(𝒙𝑖)𝚿(𝒙𝑖+1)𝑇

𝑠

𝑖=1

(4) 

𝑲 = 𝑨𝑮†                                (5) 
 

4. 階層型クラスタリングによる Koopman 行列の
低次元化 

階層型クラスタリングを用いた Koopman 行列の低次元

化手法を提案する．階層型クラスタリングとはデータから

最も似ているデータ同士を順にまとめていき，いくつかの

クラスタに分類するクラスタリング手法である．ここでは

階層型クラスタリングによって Koopman 行列内の似てい

る行と列をそれぞれ抽出し，それらを同じ要素として扱う

ことにより，低次の Koopman行列の利用を可能とする． 

まず EDMD によって導出された Koopman 行列に対して

階層型クラスタリングを行う．ここで行方向のクラスタ数

𝑁によるクラスタを𝑪𝑟 = [𝐶1
𝑟 , ⋯ , 𝐶𝑁

𝑟 ]，列方向のクラスタ数

𝑀によるクラスタを𝑪𝑐 = [𝐶1
𝑐 , ⋯ , 𝐶𝑀

𝑐 ]と表記し，クラスタ

𝐶𝑖
𝑟 , 𝐶𝑗

𝑐の𝑘番目のインデックスをそれぞれ𝐶𝑖𝑘
𝑟 , 𝐶𝑗𝑘

𝑐 と表記する．

このクラスタに基づいて，式(6)のように Koopman 行列の

要素を合成し，低次の Koopman 行列𝑲′ ∈ ℝ𝑁×𝑀を導出する． 

𝐾𝑖𝑗
′ =

∑ ∑ 𝐾(𝐶𝑖𝑘
𝑟 )(𝐶𝑗𝑙

𝑟 )

|𝐶𝑗
𝑐|

𝑙=1

|𝐶𝑖
𝑟|

𝑘=1

|𝐶𝑖
𝑟||𝐶𝑗

𝑐|
(6) 

ここで導出された𝑲′を用いる場合，辞書の表現を𝑲′に対応

させる必要がある．そのため，Koopman行列を作用させる

前の辞書を𝚿𝐵(𝒙) = [𝜓𝐵1
(𝒙), ⋯ , 𝜓𝐵𝑀

(𝒙)]
𝑇
，作用させた後の

辞書を𝚿𝐴(𝒙) = [𝜓𝐴1
(𝒙), ⋯ , 𝜓𝐴𝑁

(𝒙)]
𝑇
として，辞書の表現と

関係性を次のように定義する．  

𝜓𝐵𝑗
(𝒙) ≜ ∑ 𝜓𝐶𝑗𝑘

𝑐 (𝒙)

|𝐶𝑗
𝑐|

𝑘=1

(7) 

𝜓𝐴𝑖
(𝒙) ≜ 𝜓𝐶𝑖1

𝑟 (𝒙)        (8) 
𝑲𝚿𝐵(𝒙𝒕) = 𝚿𝐴(𝒙𝒕)             (9)  

ここで式(8)について，クラスタ𝐶𝑖
𝑟に属する辞書関数は，

行の合成の結果から，互いに似ている関係である．そのた

めここでは代表として1番目の辞書を用いて定義する．こ

のとき，繰り返し時間発展の計算を行うためには，𝚿𝐴(𝒙𝒕)

から𝚿𝐵(𝒙𝒕+𝟏)に辞書を変換する必要がある．この変換を行†埼玉大学 Saitama University 

 

FIT2023（第 22 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2023 by
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers and
Information Processing Society of Japan All rights reserved.

 407

F-006

第2分冊



列の計算によって行うためには，𝑹𝚿𝐴(𝒙𝒕) = 𝚿𝐵(𝒙𝒕+𝟏)の形

で作用させる行列𝑹 ∈ ℝ𝑀×𝑁が必要となる．ここでは行列𝑹

をリメイク行列と呼ぶことにする．リメイク行列𝑹は式

(7),(8)の関係性から次のように導出する．  

𝑅𝑗𝑖 = ∑ ∑ [𝐶𝑖𝑘
𝑟 = 𝐶𝑗𝑙

𝑐]

|𝐶𝑖
𝑐|

𝑙=1

|𝐶𝑖
𝑟|

𝑘=1

(10) 

 
導出したリメイク行列を用いて，辞書の時間発展を次のよ

うに表記できる．なお， 𝑹𝑲′ = 𝑲𝑩
′ ∈ ℝ𝑁×𝑁, 𝑲′𝑹 = 𝑲𝑨

′ ∈

ℝ𝑀×𝑀である．  
𝑹𝑲′𝚿𝐵(𝒙𝒕) = 𝑲𝑩

′ 𝚿B(𝒙𝒕) = 𝚿B(𝒙𝒕+𝟏) (11) 
𝑲𝑹𝚿𝐴(𝒙𝒕) = 𝑲𝑨

′ 𝚿𝐴(𝒙𝒕) = 𝚿𝐴(𝒙𝒕+𝟏) (12) 
 

5. 実験結果 

本研究では Cart-Poleモデルに対して，提案手法を利用し

性能を確認する．Cart-Pole とは図 1 のような台上に棒を立

たせ，棒が倒れないように水平方向に動かす物理モデルで

ある．モデルの状態変数は台車の座標𝑥，棒の角度𝜃，そし

てそれぞれの速度，角速度𝑥̇, 𝜃̇をまとめて𝒙 = [𝑥, 𝜃, 𝑥̇, 𝜃̇]と

表す．今回は Cart-Pole のデータとして時間間隔∆𝑡 = 0.05，

タイムステップ数100のデータを用いる．そして学習デー

タ数100で EDMD を行い，評価データ数100を用いて提案

手法の評価を行う．また階層型クラスタリングは最短距離

法を用いる．また時間発展は式(12)による計算を用いて行

う． 

まず従来の EDMD と提案手法の 1 ステップの平均計算

時間の比較を行う．辞書は 10 次(辞書サイズ 1001)，9 次

(辞書サイズ 715)，8 次(辞書サイズ 415)のべき乗の辞書を

用いる．また提案手法として Koopman 行列の圧縮率が

[0.8×0.8],[0.6×0.6],[0.4×0.4]の行列𝑲′を用いる．例えば 10

次の辞書を用いた場合の圧縮率[0.8×0.8]の行列𝑲′は𝑲′ ∈

ℝ800×800となる．それぞれの平均計算時間の結果を表 1 に

表す．表 1 より，提案手法は従来の Koopman 行列による

計算よりも計算量が削減されていることが示された． 

次に従来のEDMDと提案手法の精度の比較を行う．今回

はモデルの棒の角度𝜃に対して，100ステップの予測値の平

均二乗誤差を用いて評価する．また次数10のべき乗の辞書

による結果の比較を実施した．結果を図2に示す．図2の透

過部分は四分位範囲を，太線は中央値を示している．図2

の結果から，従来のKoopman行列による手法と提案手法は

同程度の精度であることが示された． 

6. おわりに 

階層型クラスタリングを用いた，Koopman 行列の低次元

化の手法を提案した．提案した手法により求められた低次

の Koopman 行列は，従来手法の Koopman 行列と比べて，

精度をほとんど落とさずに，計算量削減可能であることを

確認できた． 

今後は別の計算量削減手法との比較や，別の物理モデル

での検証等を実施する予定である． 
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図 1:Cart-Poleモデル 

 

図 2:Cart-Poleの精度比較 

 EDMD [0.8×0.8] [0.6×0.6] [0.4×0.4] 

10次 1.0862 0.6351 0.4246 0.2670 

9次 0.6755 0.4063 0.2709 0.2678 

8次 0.3631 0.2884 0.2305 0.1963 

 

表1: 1ステップの平均計算時間(𝑚𝑠) 
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