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1 はじめに
ブライスのパラドックス (Braess paradox)とは，移動
時間の短縮を目的としてネットワークの中に新たな道を
作ったにもかかわらず，逆に移動時間が増加する場合が
あるという交通工学におけるパラドックスである．これ
は，道を取り去ることで移動時間が短縮される場合があ
ることと等価である．
プライスのパラドックスは何十年にもわたって研究さ
れてきた．とりわけ，Roughgarden [2]は有向マルチグラ
フ，辺の遅延関数，フローの総量からなるネットが与え
られたとき，ネットがブライスのパラドックスに陥る
か否かを判定する問題が NP 困難であることを証明し
た．そこで Roughgarden [2] は，与えられた有向マルチ
グラフがブライスのパラドックスに陥るような辺の遅延
関数とフローの総量を持つ (この性質を脆弱性と呼ぶ)
か否かを判定する問題について研究することを提案し
た．Cenciarelliら [1]は，与えられた有向マルチグラフ
𝐺 = (𝑉, 𝐸) が脆弱であるか否かを 𝑂 (|𝑉 | · |𝐸 |2) 時間で判
定するアルゴリズムを提案した．
小文では，Cenciarelliら [1]のアルゴリズムを改良し，
与えられた有向マルチグラフ 𝐺 = (𝑉, 𝐸) が脆弱である
か否かを 𝑂 ( |𝐸 |2) 時間で判定するアルゴリズムを提案
する．
2 ブライスのパラドックス
本節ではブライスのパラドックスを考える上での用
語・定義を述べる．これらの定義は Roughgarden [2] に
従っている．
有向マルチグラフ 𝐺 = (𝑉, 𝐸) は頂点の集合 𝑉 と辺
の集合 𝐸 からなり，すべての辺 𝑒 ∈ 𝐸 は頂点対 (𝑢, 𝑣)
(𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉) と関連づいている．パスは，すべての 𝑖 < 𝑘

において 𝑒𝑖 が (𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1) と関連づいている頂点と辺の
交互列 𝑢1𝑒1𝑢2 · · · 𝑢𝑘−1𝑒𝑘−1𝑢𝑘 である．このとき，𝑢1, 𝑢𝑘
を端点，𝑢2, . . . , 𝑢𝑘−1 を内部点と呼ぶ．パス 𝑝 の端点
のみに関心がある場合，𝑢1

𝑝
{ 𝑢𝑘 と書き，𝑢1𝑢𝑘-パス

と呼ぶ．パスの名前 𝑝 を無視するときは 𝑢1 { 𝑢𝑘 と
書く．𝑢1

𝑝
{ 𝑢2 と 𝑢2

𝑞
{ 𝑢3 が与えられたとき，パス

𝑢1
𝑝,𝑞
{ 𝑢3 = 𝑢1

𝑝
{ 𝑢2

𝑞
{ 𝑢3 を 𝑝, 𝑞で表す．

有向マルチグラフ 𝐺，始点 𝑠,終点 𝑡 の組 (𝐺, 𝑠, 𝑡) を
ネットと呼ぶ：これを単に 𝐺 とも書く．2回以上現れ
る頂点や辺がない 𝑠𝑡-パスを単純 𝑠𝑡-パスと呼ぶ．𝐺 上の
𝑠𝑡-パスの集合を 𝑃(𝐺)，単純 𝑠𝑡-パスの集合を SP(𝐺)で表
す．各頂点を少なくとも 1本の 𝑠𝑡-パスが通るとき，𝐺

は 𝑠𝑡-連結であるという．
ネット (𝐺, 𝑠, 𝑡) のフローは関数 𝜑 : SP(𝐺) → R+ であ
る．ここで，R+ は非負実数の集合である．フロー 𝜑

の値は ∑
𝑝∈SP (𝐺) 𝜑(𝑝) である．任意の 𝑒 ∈ 𝐸 に対して

𝜑(𝑒) = ∑
𝑝∈SP (𝐺):𝑒∈𝑝 𝜑(𝑝)である．遅延関数 𝑙𝑒 : R+ → R+

は各辺 𝑒 に辺を流れるフローの関数として遅延を与え
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る：通常，𝑙𝑒は連続かつ非減少であるとする．フロー 𝜑の
下での 𝑠𝑡-パス 𝑝 ∈ SP(𝐺) の遅延は 𝑙𝑝 (𝜑) =

∑
𝑒∈𝑝 𝑙𝑒 (𝜑(𝑒))

として定義される．𝐻 が 𝐺 の部分グラフであるとき，
遅延関数 𝑙 の 𝐻 の辺への制限を 𝑙 |𝐻 で表す．
ネット (𝐺, 𝑠, 𝑡), 実数 𝑟 ∈ R+, 𝐺 上の遅延関数 𝑙 の組

((𝐺, 𝑠, 𝑡), 𝑟, 𝑙) または単に (𝐺, 𝑟, 𝑙) をインスタンスと呼
ぶ．値が 𝑟 であるフロー 𝜑は (𝐺, 𝑟, 𝑙) に対して実行可能
であると言われる：明らかに，任意のインスタンスに対
して実行可能であるフローが存在する．

𝜑(𝑝) > 0 である任意の 𝑠𝑡-パス 𝑝, 𝑞 ∈ SP(𝐺) に対し
て 𝑙𝑝 (𝜑) ≤ 𝑙𝑞 (𝜑) を満たすとき，(𝐺, 𝑟, 𝑙) に対して実行
可能であるフロー 𝜑 はウォードロップ均衡にある (も
しくはウォードロップフローである) と言われる．こ
のとき，𝜑(𝑝), 𝜑(𝑞) > 0であるならば 𝑙𝑝 (𝜑) = 𝑙𝑞 (𝜑) であ
ることに注意されたい．この値を 𝐿 ((𝐺, 𝑠, 𝑡), 𝑟, 𝑙) もし
くは単に 𝐿 (𝐺, 𝑟, 𝑙) で表す．ここで，𝑟 = 0であるとき，
𝐿 (𝐺, 𝑟, 𝑙) = 0と定義する．
インスタンス ((𝐺, 𝑠, 𝑡), 𝑟, 𝑙) は，𝐿 ((𝐻, 𝑠, 𝑡), 𝑟, 𝑙 |𝐻 ) <

𝐿 ((𝐺, 𝑠, 𝑡), 𝑟, 𝑙) を満たす 𝑠, 𝑡 を含む 𝐺 の部分グラフ 𝐻 が
存在するならば，脆弱であると言われる．また，ネッ
ト (𝐺, 𝑠, 𝑡) は，((𝐺, 𝑠, 𝑡), 𝑟, 𝑙) が脆弱であるような実数
𝑟 ∈ R+,遅延関数 𝑙 が存在するとき，脆弱であると言わ
れる．
与えられたインスタンスが脆弱であるか否かを判定す
る問題は NP困難であることが知られている [2]．一方，
Cenciarelliら [1]は与えられたネット 𝐺 = (𝑉, 𝐸) が脆弱
であるか否かを判定する問題を解く 𝑂 ( |𝑉 | · |𝐸 |2) 時間ア
ルゴリズムを提案した．次の節ではこのアルゴリズムを
紹介する．
3 従来のアルゴリズム

Cenciarelliら [1]が考案したアルゴリズムを,関数を用
いた擬似コードで述べる. まず,部分グラフ同型と, 𝑠𝑡–埋
め込みの定義を述べる.

𝐻 から 𝐺 への部分グラフ同型は,単射な写像 (𝜙, 𝜓) の
組であり,それぞれ 𝑉𝐻 から 𝑉𝐺 へ, 𝐸𝐻 から 𝐺 の単純パ
スへの,各 𝑒 = 𝑥 → 𝑦 ∈ 𝐸𝐻 に対して 𝜓(𝑒) = 𝜙(𝑥) { 𝜙(𝑦)
となるような写像の組である. このような 𝜓 の像に含ま
れるすべてのパスが端点まで対でノード非共有である場
合,同型をノード非共有と呼ぶ.
図 1 のホイートストンネットワーク 𝑊(Wheatstone

network)のネット (𝐺, 𝑠′, 𝑡′) への 𝑠𝑡–埋め込みとは, 𝑊 か
ら 𝐺 へのノード非共有部分グラフ同型 (𝜙, 𝜓) であり,次
のようなものである. 𝑠′ から 𝜙(𝑠) まで,および 𝜙(𝑡) から
𝑡′ までのノード非共有の単純パスで, 𝜓 の像に含まれる
すべてのパスについて,その端点までがノード非共有な
対になって (空の可能性もあるが)存在する.
次に,アルゴリズムで用いられる定理を述べる.

定理 3.1 (𝐺, 𝑠, 𝑡) を 𝑠𝑡–連結なネットとする. 𝐺 が脆弱
である必要十分条件は, 𝐺 が図 1の 𝑠𝑡–埋め込みを含んで
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いることである.

図 1 ホイートストンネットワーク𝑊

図 1を𝑊 と呼ぶことにする.
このアルゴリズムでは,定理 3.1を用いて, 𝐺 の閉路が

𝑊 の 𝑠𝑡–埋め込みを含んでいるか, 𝐺 から閉路がなくな
るまで処理を行うことで脆弱性を判定する。
Algorithm 1脆弱性の判定
Input: 有向マルチグラフ 𝐺 = (𝑉, 𝐸),始点 𝑠と終点 𝑡

function: isVulnerable(𝐺, 𝑠, 𝑡)
1: 𝐺 = makeSTConnected (𝐺, 𝑠, 𝑡)
2: while 𝐺 に閉路がある間 do
3: ⟨𝐶, 𝜀∗⟩ = s-minimalCycle(𝐺, 𝑠, 𝑡)
4: repeat
5: 𝐶′ = 𝐶; Vuln = false
6: 𝐸𝑛 = enrtyNodes(𝐺,𝐶, 𝑠)
7: 𝐸𝑥 = exitNodes(𝐺,𝐶, 𝑡)
8: if 𝐸𝑛 = {𝜀} then
9: 𝐷 = {𝜀に入る 𝐶 の辺 }

10: else if 𝐸𝑥 = {𝜉} then
11: 𝐷 = {𝜉 から出る 𝐶 の辺 }
12: else if isSplittable(𝐶, 𝐸𝑛, 𝐸𝑥 , 𝐺) then
13: ⟨Vuln, 𝐶, 𝐷⟩ = splittableAnalysis(𝐶, 𝐸𝑛, 𝐸𝑥 , 𝐺)
14: else
15: ⟨Vuln, 𝐶⟩ = nonSplittableAnalysis(𝐶, 𝐸𝑛, 𝐸𝑥 , 𝐺)
16: end if
17: until 𝐶 ≠ 𝐶′

18: if Vuln then
19: return true
20: else
21: 𝐺 = makeSTConnected ((𝑉, 𝐸\𝐷), 𝑠, 𝑡)
22: end if
23: end while
24: if 𝐺 が直並列グラフ then
25: return false
26: else
27: return true
28: end if

このアルゴリズムは,有向マルチグラフ 𝐺 が脆弱であ
るとき,すなわちブライスのパラドックスを発生させる
可能性があるときに 𝑡𝑟𝑢𝑒 を出力し,そうでないときに
𝑓 𝑎𝑙𝑠𝑒を出力する.

while ループ (2–23 行目) では,各反復で 𝐺 の辺の数
は少なくとも 1 減少するので,このループは最大でも
𝑂 (|𝐸 |) 回の繰り返しで終了する. また, 4–17行目のルー
プでは各反復で閉路 𝐶 は少なくとも距離 1は終点 𝑡 に近
づくので,このループは最大でも 𝑂 (|𝑉 |) 回の繰り返しで
終了する. 以上のことから, 1行目と 21行目の計算では
𝑂 (𝐸), whileループ (2–23行目)で 𝑂 ( |𝐸 |), 3行目の計算で

𝑂 (|𝑉 | ∗ |𝐸 |), 4–17行目のループで𝑂 (|𝑉 |),そのループの中
の閉路の計算で𝑂 ( |𝐸 |),そして 24行目は線形時間の時間
計算量 [3]であることから, whileループの処理に一番時
間がかかり,アルゴリズム全体では 𝑂 (|𝑉 | · |𝐸 |2)となる.
4 改良手法の提案
従来のアルゴリズムを 𝑂 (|𝐸 |2) に改良することを目指

して考察を行った. 改良する点は 2ヶ所ある. アルゴリ
ズム 1の 3行目と, 4–17行目の繰り返しである. 両者に
おいて改良手法を提案する.
4.1 3行目の s-minimalCycleの改良案
まず, 3行目の 𝑂 (|𝑉 | ∗ |𝐸 |)である s-minimalCycleを,強

連結成分分解を用いることで 𝑂 ( |𝐸 |) に改良する. 強連結
成分とは,有向グラフにおいて互いに行き来が可能な頂
点の集合のことであり,強連結成分分解は有向グラフを
強連結成分でグループ分けをすることである. 改良後の
アルゴリズムを擬似コードで述べる.

Algorithm 2 s-minimalCycleの改良
Input: 有向マルチグラフ 𝐺 = (𝑉, 𝐸),始点 𝑠と終点 𝑡

1: 𝑠から深さ優先探索を行い,進めなくなった頂点から
順に番号付けをする

2: repeat
3: 有向辺の向きを入力と逆にし,番号が 1番大きい

頂点から深さ優先探索を行う
4: until 1番小さい番号まで探索を終えるまで
5: 𝑠から幅優先探索を行い, 𝑠からすべての頂点への距
離を求める

6: 𝑠から最も近い 2以上の強連結成分において, sから
最も近い頂点から深さ優先探索を行い閉路を求める

7: 𝐶 = {𝑠 から最も近い 2 以上の強連結成分における
閉路 }

8: 𝜀∗ = {𝐶 内の頂点で,かつ最も 𝑠 からの距離が短い
頂点 }

9: return ⟨𝐶, 𝜀∗⟩

4.2 4–17行目の繰り返しの改良案
次に, 4–17行目の繰り返しを改良する. この繰り返し
は,新たな 𝑠–最小閉路 𝐶′ が存在する際に発生する. 𝑠–最
小閉路とは, 𝐺 のすべての閉路の中で始点 𝑠からの距離
が一番短い閉路のことである. 従来のアルゴリズムでは,
この 𝑠–最小閉路のうち最も 𝑡 に近いもの,すなわち一番
大きい閉路を 𝑂 (|𝑉 |) で求めていたが,これを適切な頂点
を閉路に加えることで一度の繰り返しのみで見つけるよ
うに改良した.
5 まとめと今後の課題

Cenciarelliらによる有向マルチグラフの脆弱性を判定
する𝑂 ( |𝑉 |·|𝐸 |2)の多項式時間アルゴリズムを𝑂 ( |𝐸 |2)へ
改良した. 現実世界のネットワークへの応用が可能かど
うかを考えることが今後の課題である.
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