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1 警官と強盗のゲームについて
近年，ビルなどの建造物や特定の敷地を巡回警備する
自律型のロボットが開発されており，不審者を見つけた
際にはロボットが不審者を追い込むことが期待されてい
る．このとき，経済的な観点から不審者を捕まえるため
に必要なロボットの台数の最小化することは重要であ
る．この問題は警官と強盗のゲームとして定式化するこ
とができる．
𝐺 をグラフとし，𝑉 (𝐺) と 𝐸 (𝐺) をグラフとする．2
つの頂点 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) を結ぶ辺は {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸 (𝐺) で表す
とする．任意の頂点 𝑣 に対して，𝑣 の隣接点集合を
𝑁𝐺 (𝑣) = {𝑢 : {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸 (𝐺)} ∪ {𝑣}と定義する．
警官と強盗のゲームは Aignerら [1]によって以下のよ

うに定義される．最初，1人の強盗と 𝑘 人の警官 (𝑘 は
|𝑉 (𝐺) |－ 1以下の正の整数)がグラフ 𝐺 上の異なる点に
置かれる．次に，頂点 𝑣𝑟 にいる強盗は 𝑁 (𝑣𝑟 ) のいずれ
かの頂点へ移動し，頂点 𝑣𝑐𝑖 にいる警官は 𝑁 (𝑣𝑐𝑖)のいず
れかの頂点へ移動する (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘)．ここで，複数の警
官が同じ頂点にいてもよいものとする．この移動を繰り
返すことで，警官のいずれかが強盗を捕まえることがで
きれば警官の勝ち，どの警官も強盗を永遠に捕まえるこ
とができないならば強盗の勝ちとする．このとき，強盗
と警官の任意の初期配置に対して警官が勝つ最小の 𝑘

を 𝐺 の警官数 (cop number)と呼び，𝑐(𝐺) で表す．この
𝑐(𝐺) について，𝑐(𝐺) = 1におけるグラフ 𝐺 の特徴づけ
は Aignerら [1]によって研究され，同じく Aignerら [1]
によって平面的グラフ 𝐺 において 𝑐(𝐺) ≤ 3であること
が証明された．また Meyniel [2]は頂点数 |𝑉 (𝐺) | のグラ
フ 𝐺 に対し，𝑐(𝐺) は最大でも O(

√
𝑉 (𝐺) |) であると予想

した．これに対し Frankl [2]は 𝑐(𝐺) = 𝑜(|𝑉 (𝐺) |) を証明
した．この予想はいまだ未解決であるが，今知られてい
る上界は Luら [3]による O(𝑛2−(1−𝑜(1) )

√
log2 𝑛) である．

また，Wagner [4]は直径が最大 2のグラフ 𝐺、または直
径が最大 3の二部グラフ 𝐺 において 𝑐(𝐺) ≤ 2

√
𝑛を証明

した．
2 𝑑 次元格子グラフの警官数の上界
任意の正の整数 𝑛 に対して，[𝑛] = {1, 2, ..., 𝑛}と定義

する．𝑑 次元格子グラフ 𝐺𝑑 (𝑚1, 𝑚2, ..., 𝑚𝑑)(略して 𝐺𝑑)
は以下のように定義される：

• 𝑉 (𝐺𝑑) = [𝑚1] × [𝑚2] × · · · × [𝑚𝑑];
• 𝐸 (𝐺𝑑) = {{𝒙, 𝒚} : dist1 (𝒙, 𝒚) = 1, 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑉 (𝐺𝑑)}.

ここで，𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑑), 𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑑) であり，
dist1 (𝒙, 𝒚) =

∑𝑑
𝑖=1 |𝑥𝑖－ 𝑦𝑖 | である．このとき，|𝑥𝑖－ 𝑦𝑖 | =

1, 𝑥 𝑗 = 𝑦 𝑗 ( 𝑗 ≠ 𝑖) である辺 {𝒙, 𝒚} ∈ 𝐸 (𝐺𝑑) を 𝑖 次元の辺と
呼ぶ．以下では，特に断らない限り 𝑚1, 𝑚2, ..., 𝑚𝑑 は 2
以上の整数とする．例えば，図 1 は 2 次元格子グラフ
𝐺2 (5, 6)である．
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図 1 2次元格子グラフ 𝐺2 (5, 6)

この節では，次の定理を証明する．

定理 1 任意の正の整数 𝑑 に対して 𝑐(𝐺𝑑) ≤ 𝑑 である．

証明: まず，1人の警官の動きを定義する．(動いた後
の)強盗のいる頂点を 𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑑)，警官がいる頂
点を 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑑)としたとき，警官の移動を次のよ
うに定義する (最初に当てはまる条件を適用する)：

• 𝑥𝑑 < 𝑦𝑑 であるならば 𝑥𝑑← 𝑥𝑑 + 1
𝑥𝑑 > 𝑦𝑑 であるならば 𝑥𝑑← 𝑥𝑑－ 1;

• 𝑥𝑑 － 1 < 𝑦𝑑 － 1 であるならば 𝑥𝑑 － 1← 𝑥𝑑 － 1 + 1
𝑥𝑑 － 1 > 𝑦𝑑 － 1 であるならば 𝑥𝑑 － 1← 𝑥𝑑 － 1－ 1

...

• 𝑥1 < 𝑦1 であるならば 𝑥1← 𝑥1 + 1
𝑥1 > 𝑦1 であるならば 𝑥1← 𝑥1－ 1;

(警官もしくは強盗が) 𝑖 次元の辺で結ばれている隣接点
へ移動することを 𝑖次元の移動と呼ぶ：同じ点にとどま
ることを 0次元の移動と呼ぶことにする．このとき，次
の補題が成立する．

補題 1 警官に捕まえられるまでに強盗は高々 𝑀 回し
か 0次元もしくは 1次元の移動を行うことができない．
ここで，𝑀 =

∑𝑑
𝑖=1 (𝑚𝑖－ 1)である．

証明: 証明: 強盗が移動する前の強盗がいる頂点を
𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑑)，警官がいる頂点を 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑑)
とする．𝒙 = 𝒚 であるならばすでに警官が強盗を捕ま
えているので，𝒙 ≠ 𝒚 と仮定する．𝑘 を次の 2つの条件
を満たす正の整数とする (𝑘 ≤ 𝑑)：𝑥𝑘 ≠ 𝑦𝑘 ;任意の整数
𝑖 ≥ 𝑘 + 1に対して 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 である．一般性を失うことな
く 𝑦𝑘 < 𝑥𝑘 であると仮定する．ここから，強盗と警官が
移動を繰り返して，任意の整数 𝑖 ≥ 𝑘 に対して 𝑥′′𝑖 = 𝑦′′𝑖
である頂点 𝒚′′ = (𝑦′′1 , 𝑦′′2 , ..., 𝑦′′𝑑 ), 𝒙′′ = (𝑥′′1 , 𝑥′′2 , ..., 𝑥′′𝑑 ) へそ
れぞれ到達したときの，強盗が 0次元もしくは 1次元の
移動を行った回数が高々 𝑚𝑘－ 1であることを示す：こ
れで補題が証明される．
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強盗が 𝑗 次元の移動を行ったと仮定する．すなわち，
移動した後の強盗がいる頂点を 𝒚′ = (𝑦′1, 𝑦′2, ..., 𝑦′𝑑) とす
ると，任意の 𝑖 ≠ 𝑗 に対して 𝑦′𝑖 = 𝑦𝑖 かつ 𝑦′𝑗 = 𝑦 𝑗± 1で
ある．次の 2つの場合が存在する：(1)0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 , (2)𝑘 <

𝑗 ≤ 𝑑.移動した後の警官がいる頂点を 𝒙′ = (𝑥′1, 𝑥′2, ..., 𝑥′𝑑)
とする．
場合 (1) 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 であると仮定する．𝑦′𝑘 < 𝑥𝑘 であ
ると仮定すると，定義より警官は 𝑘 次元の移動して
𝑥′𝑘 = 𝑥𝑘－ 1となり，任意の整数 𝑖 ≥ 𝑘 + 1に対して 𝑥′𝑖 = 𝑦′𝑖
かつ 𝑦′𝑘 ∈ [1, 𝑥′𝑘] = [1, 𝑥𝑘－ 1] が成立する．
場合 (2) 𝑘 < 𝑗 ≤ 𝑑 であると仮定する．このとき，定

義より警官も 𝑗 次元の移動を行うことで 𝑥′𝑗 = 𝑦′𝑗 となる．
したがって，任意の整数 𝑖 ≥ 𝑘 + 1に対して 𝑥′𝑖 = 𝑦′𝑖 かつ
𝑦′𝑘 ∈ [1, 𝑥′𝑘] = [1, 𝑥𝑘] が成立する．
したがって，場合 (1)と (2)より，強盗と警官がそれ
ぞれ頂点 𝒚′′ と 𝒙′′ に到達するまでに場合 (1)を高々 𝑥𝑘
－ 1 ≤ 𝑚𝑘－ 1回しか行うことができないので，0次元も
しくは 1次元の移動も高々 𝑚𝑘－ 1回しか行うことがで
きない． □

では，定理 1を証明する．
先程定義した 1人の警官の動きを 𝑑 個の条件を (循環

的に)シフトすることで 𝑑 人の警官の動きとして定義す
る．補題 1より，強盗がどの警官にも捕まえられずにい
るためには，任意の正の整数 𝑖 ≤ 𝑑 に対して強盗の 0次
元もしくは 𝑖 次元の移動は高々 𝑀 － 1回でなければな
らず，合計で高々 𝑑 (𝑀 － 1) 回の移動に制限される．し
たがって，有限回の移動で必ず警官のいずれかが強盗を
捕まえることができる． □
3 2次元格子グラフの警官数の下界
本章では 2次元格子グラフの警官数の下界が少なくと
も 2であることを証明する．

定理 2 𝑐(𝑅2) ≥ 2である．

証明: 警官が 1人であると仮定する．警官がいる頂点
を 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2), 強盗のがいる頂点を 𝒚 = (𝑦1, 𝑦2) とし，

𝒙 ≠ 𝒚 であるとする．強盗が動いた後の強盗のいる頂
点を 𝒚′ = (𝑦′1, 𝑦′2) とする．dist1 (𝒙, 𝒚) ≥ 2 であるとき，
𝒚′ = 𝒚とする：すなわち，強盗は動かないとする．

dist1 (𝒙, 𝒚) = 1であるとする．|𝑥1 − 𝑦1 | = 1かつ 𝑥2 = 𝑦2
であるとき，𝑥2 = 1 であるならば 𝒚′ = (𝑦1, 1), 𝑥2 > 1
であるならば 𝒚′ = (𝑦1, 𝑦2 − 1) とする．このとき，
dist1 (𝒙, 𝒚′1) = |𝑥1 − 𝑦1 | + 1 = 2 である．𝑥1 = 𝑦1 かつ
|𝑥2 − 𝑦2 | = 1であるとき，𝑥1 = 1であるならば 𝒚′ = (1, 𝑦2),
𝑥1 > 1であるならば 𝒚′ = (𝑦1 − 1, 𝑦2) とする．このとき，
dist1 (𝒙, 𝒚′) = 1 + |𝑥2 − 𝑦2 | = 2である．
いずれの場合も dist1 (𝒙, 𝒚′) ≥ 2 であるため，警官が

動いても強盗を捕まえることができない．したがって，
𝑐(𝑅2) ≥ 2である． □
4 一部の例外
定理 1，定理 2より，一般に 𝑑 ≥ 3に対して 𝑐(𝐺𝑑) ≥ 𝑑

が成立することが予想されるが，以下の定理から一部例
外が存在し，一般には 𝑐(𝐺𝑑) ≥ 𝑑 が成立しないことが分
かる．

定理 3 𝑐(𝐺3 (2, 2, 2)) = 2.

証明: 任意の 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺3 (2, 2, 2)) − {(1, 1, 1), (2, 2, 2)}に対
して，𝑣は 𝐺3 (2, 2, 2)上で (1, 1, 1)もしくは (2, 2, 2)のど
ちらかに隣接しているので，2人の警官を頂点 (1, 1, 1)
と (2, 2, 2) にそれぞれ移動させれば，強盗がどの頂点に
いたとしても警官が強盗を捕まえることができる． □

したがって，𝑑 ≥ 3に対して 𝑑 次元格子グラフの警官
数を求めることは今後の課題である．
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