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1 はじめに
多数のアイテムの中から条件を満たすようなアイテム
の組合せを探索する問題は組合せ問題と総称され、実社
会でも様々な場面で現れる。組合せ問題において最適解
を求める問題を組合せ最適化問題と呼び、近年では最適
解のみではなく、実行可能な解を全て列挙する研究も増
えている。また、解の個数を制限する手段としてコスト
関数を導入した、コスト制約組合せ問題を考えることが
できる。これにより、利用者はより容易に自分の求める
結果を得ることができる。
組合せ問題の解集合はアイテム組合せの集合である
が、ZDD（ゼロサプレス型二分決定グラフ）[4]という
データ構造は組合せ集合を効率よく圧縮して解集合を
保持できるため、ZDDに関する様々な研究が行われて
いる。コスト制約組合せ問題の解を列挙する方法とし
ては、ZDDの集合演算を用いて解集合 ZDDを計算する
方法が研究されている [8]。この手法では、最終目的の
ZDDを構築する途中で探索を中断すると、正しい上位
解の集合が得られないことがあるという問題点がある。
そこで本稿では、あるタイミングで構築を中断しても
その時点までの ZDDが正しい上位解を列挙できている
ような、コスト制約を満たす実行可能解集合 ZDDを構
築する手法を提案する。従来のコスト制約つき列挙手法
では、トップダウン方式で ZDDを構築する方法が研究
されている [6][7]。しかしどのような手法でも、問題の
規模が大きくなることでメモリの容量を超えてしまう。
メモリ容量を超える前に途中で構築を中断する場合に
は、正しい上位解集合を得ることの保証ができなくな
る。そこで本研究では、最適解から順に解が見つかるこ
とが知られている A*探索を用いて、途中で構築を中断
しても常にその時点での正しい上位解を得られるような
探索及び ZDDの構築手法を提案する。
2 準備
2.1 組合せ問題

𝑛個のアイテム集合 𝐼 = {1, 2, . . . , 𝑛}を定義し、𝐼 の任
意の部分集合 𝑋 ⊆ 𝐼 を「アイテム組合せ」と呼ぶ。制約
条件を表す集合関数 𝑓 : 2𝐼 → {0, 1} が与えられたとき、
𝑓 (𝑋) = 1を満たす実行可能解の集合は、

S 𝑓 = {𝑋 ⊆ 𝐼 | 𝑓 (𝑋) = 1}

と表せる。また、各アイテム 𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) について整数
値のコスト 𝑐𝑖 ∈ Zが定義されている時、アイテム組合せ
𝑋 のコストを Cost(𝑋) = ∑

𝑖∈𝑋 𝑐𝑖 と定める。「組合せ最適
化問題」とは Cost(𝑋∗) が最小（または最大）になるよ
うな実行可能解 𝑋∗ ∈ S 𝑓 を探索する問題である。この
組合せ最適化問題の派生として、アイテム組合せのコス
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ト関数に閾値 𝑏 ∈ Zを与えることで、Cost(𝑋) ≤ 𝑏（また
は Cost(𝑋) ≥ 𝑏）を満たす解 𝑋 ∈ S 𝑓 を求める組合せ問
題を考えることができる。このような問題を「コスト制
約組合せ問題」と呼ぶ。
2.2 0/1ナップザック問題
本稿では、コスト制約組合せ問題の例としてナップ
ザック問題を用い、その中でも基本的な 0/1ナップザッ
ク問題を扱う。0/1ナップザック問題では、各アイテム 𝑖

を高々 1回しか使用できないという制約がある。ナップ
ザック問題では、アイテム集合 𝐼 = {1, 2, . . . , 𝑛} が与え
られ、それぞれのアイテム 𝑖が重み 𝑤𝑖 > 0と価値 𝑝𝑖 > 0
を持っている。また、ナップザックの重さ制約 𝑐 > 0も
与えられる。また、𝐼 の任意の部分集合 𝑋 ⊆ 𝐼 について、
𝑤(𝑋), 𝑝(𝑋)を以下のように定義する。

𝑤(𝑋) =
∑
𝑖∈𝑋

𝑤𝑖 , 𝑝(𝑋) =
∑
𝑖∈𝑋

𝑝𝑖 .

ナップザック問題を解くということは、重さ制約
𝑤(𝑋∗) ≤ 𝑐 を満たし、𝑝(𝑋∗) が最大となるアイテム組合
せ 𝑋∗ を見つけることである。
2.3 ゼロサプレス型二分決定グラフ

ZDD (Zero-suppressed Binary Decision Diagram; ゼロサ
プレス型二分決定グラフ)[4] は DAG (Directed acyclic
graph; 有向非巡回グラフ) による組合せ集合の表現方
法であり、BDD(Binary Decision Diagram; 二分決定グラ
フ)[1]の派生系である。場合分け二分木では、各分岐節
点の 1-枝と 0-枝は、その節点にラベル付けされたアイ
テムを選ぶかどうかの場合分けを表し、葉の値 (1/0)は
その葉に対応する組合せが集合に属するかどうかを示し
ている。葉の値が 1の時はその組合せが集合に属するこ
とを表し、0の時は属さないことを表す。また、1の葉
を 1-終端、0の葉を 0-終端と呼ぶ。場合分け二分木に対
して、BDDとは異なる以下の圧縮規則を用いて「既約」
な形を得る。

1. 1-枝が 0-終端を直接指しているような節点を削除
し、0-枝の行き先に直結させる。

2. 共通の行き先を持つ分岐節点が２個以上あれば１個
にまとめて他を削除する。
これにより「既約」な形が得られ、組合せ集合をコン
パクトかつ一意に表すことができる。
2.4 A*探索

A*探索は、グラフの 2点間の最短距離を探索する技
法である [2]。探索方法はダイクストラ法の拡張であ
る。ダイクストラ法や A*探索ではグラフ上の各頂点 𝜈

について、現時点での評価値 𝑓 (𝜈) が与えられており、
未探索の頂点のうち 𝑓 (𝜈∗) が最も小さな頂点 𝜈∗ を次
の探索頂点として探索済みにし、探索頂点に隣接して
いる頂点の評価値を更新する。A*探索では評価値は
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図 1 ZDD圧縮規則１

図 2 ZDD圧縮規則２
𝑓 (𝜈) = 𝑔(𝜈) + ℎ(𝜈) と定義される。ここで、𝑔(𝜈) は開始
頂点から 𝜈までの最短距離であり、ℎ(𝜈)は 𝜈から終了頂
点までの最短距離の予測値である。ℎ(𝜈) = 0、すなわち、
最短距離の予測値を利用せず、現時点での開始頂点から
頂点 𝜈までの最短距離が最小となる 𝜈を次の探索頂点と
する方法がダイクストラ法に対応する。関数 ℎ(𝜈) は 𝜈

から終了頂点までの真の最短距離 ℎ∗ (𝜈) を上回らない、
即ち、任意の 𝜈に対して、

0 ≤ ℎ(𝜈) ≤ ℎ∗ (𝜈) (1)

であるとき、𝜈は許容的であるといい、A*探索アルゴリ
ズムが返す結果は最適（最小）となることが保証されて
いる。A*探索を本稿で扱うような最大化問題に適用す
る場合は、任意の 𝑣に対して、

0 ≤ ℎ∗ (𝜈) ≤ ℎ(𝜈) (2)

であるとき、結果は最適（最大）解が得られることが保
証されている。
また、諸問題について A*探索を用いてコスト順に解
を列挙する方法の研究も行われている [3][5]。A*探索で
最適解を発見した後、探索を終了せずバックトラックを
行うことで 2番目に良い解を必ず発見することができ
る。これを繰り返すことで、評価値の順で全ての解を列
挙することができる。
3 提案手法
今回提案する手法は、0/1ナップザック問題の重さ制

約を満たすアイテム組合せのうち、価値が大きい順に指
定した個数のアイテム組合せの集合を表す ZDDを構築
する。今回の提案手法は、0/1ナップザック問題以外の
組合せ最適化問題にも適用可能であると考える。初め
に、価値が大きい順に指定した個数のアイテム組合せの
集合を表す木構造を A*探索により作成し、その木構造
を目的の ZDDに変換する。木構造はアイテム組合せの
集合を非圧縮の状態で保持しているため、本アルゴリズ

ムはアイテム組合せの個数に依存する計算時間と記憶量
を必要とする。木構造を経由せずに直接 ZDDを構築す
る手法の提案は今後の課題である。
本節では、0/1ナップザック問題の重さ制約を満たす
アイテム組合せの集合を表す木構造を構築する手法を提
案する。A*探索を用いることで、価値が大きい順に指
定した個数のアイテム組合せの集合を含ませることがで
きる。本稿ではこの個数を 𝑘 で表す。
アルゴリズムが出力する木構造 𝑇 は以下の性質をも
つ。𝑇 の葉は 0-終端または 1-終端である。𝑇 の非終端節
点は 1, . . . , 𝑛のいずれかのラベルと、0-枝、1-枝の 2つ
の出る枝をもつ。ラベル 𝑖の節点の 0-枝（1-枝）はそれ
ぞれアイテム 𝑖を解に含めない（含める）ことを意味す
る。ラベル 𝑖の節点の枝の先の節点は終端であるか、ま
たはラベルが 𝑖 + 1の節点である。𝑇 の根から 1-終端ま
での経路が 1つのアイテム組合せに対応し、𝑇 の根から
1-終端までの経路集合が、𝑇 が表すアイテム組合せの集
合となる。𝑇 は、節点を共有しない ZDDとみなすこと
ができる。𝑇 に 2.3節で説明した節点の共有ルールを可
能な限り適用することで ZDDが得られる。
非終端節点 𝜈は 𝜈 = (𝑖, 𝑑0, 𝑑1, 𝐻, 𝑓 (𝜈))で定義される。𝑖

はラベル、𝑑𝑖 (𝑖 = 0, 1)は 𝑖-枝の先の節点、𝐻 は根から 𝜈

までの経路で 1-枝を選んだ箇所に対応するアイテムの
集合（すなわち、これまでナップザックに含めたアイテ
ムの集合）、 𝑓 (𝜈) は以下で定義する A*探索における 𝜈

の評価関数の値である。
A*探索では、𝑇 を根から終端まで「探索」すると考え
る。到達した終端の最初から 𝑘 個目までを 1-終端とし、
残りの終端を 0-終端とすることで、𝑇 は 𝑘 個のアイテム
組合せの集合を表すようになる。A*探索の評価関数の
許容的な性質により、𝑇 は価値が上位 𝑘 個のアイテム組
合せを表す。

A*探索の予測関数 ℎ(𝜈)は以下で定義される。
ℎ(𝜈) = max

𝑖∈𝐼\𝐻
{𝑝𝑖/𝑤𝑖} · (𝑐 − 𝑤(𝐻))

ここで、𝑝𝑖/𝑤𝑖 とはアイテム 𝑖 の価値効率を表して
いる。(𝑐 − 𝑤(𝐻)) は、ナップザックの残り重みを表
す。したがって、ℎ(𝜈) の意味は、ナップザックの残
りの重みを、残りのアイテムのうち価値効率が最
大のもので埋め尽くした場合に得られる価値の
値である。ℎ(𝜈) は許容的である。評価関数 𝑓 (𝜈) は、
𝑓 (𝜈) = 𝑔(𝜈) + ℎ(𝜈) = 𝑝(𝐻) + max𝑖∈𝐼\𝐻 {𝑝𝑖/𝑤𝑖} · (𝑐 − 𝑤(𝐻))
である。

A*探索は以下の通り動作する。𝑄 を空の優先度付き
キューとし、𝑄 から要素を取り出す際は 𝑓 (𝜈) が最大に
なる節点 𝜈が取り出されるとする。根節点 (1,⊥,⊥, ∅, 0)
を 𝑄 に格納する。⊥は、子節点は未確定という意味で
ある。𝑄が空になるまで以下を繰り返す。𝑄から節点を
取り出し、𝜈 = (𝑖,⊥,⊥, 𝐻, 𝑓 (𝜈))とする。

𝜈 が非終端節点の場合を考える。最初に、𝜈 の 0-枝
の先を考える。これはアイテム 𝑖 をナップザックに入
れないことに相当する。節点 𝜈0 = (𝑖 + 1,⊥,⊥, 𝐻, 𝑓 (𝜈0))
を作成する。ここで、 𝑓 (𝜈0) は 𝜈0 の評価値を計算した
ものである。𝜈 の 𝑑0 として 𝜈0 を設定する。次に、𝜈 の
1-枝の先を考える。これはアイテム 𝑖 をナップザック
に入れることに相当する。𝑤𝑖 > 𝑐 − 𝑤(𝐻) であれば、ア
イテム 𝑖 を入れられないことに相当するため、𝜈 の 1-
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枝の先を 0-終端とする。𝑤𝑖 ≤ 𝑐 − 𝑤(𝐻) であれば、節点
(𝜈1) = (𝑖 + 1,⊥,⊥, 𝐻 ∪ {𝑖}, 𝑓 (𝜈1)) を作成する。ここで、
𝑓 (𝜈1) は 𝜈1 の評価値を計算したものである。𝜈の 1-枝の
先を 𝜈1 にする。
𝑄 から節点を取り出した際、𝑖 = 𝑛 + 1すなわち最後の
アイテムまで処理したか、または、𝑤(𝐻) = 𝑐すなわち、
ナップザックの残り容量が 0のときは、その時点で有効
なアイテム組合せが得られており、他のアイテムをナッ
プザックに入れることはできないので、𝜈 を 1-終端に
変更する。これまで得られた解の個数を表すカウンタ
countを 1増やす。
カウンタ countが 𝑘 になった時点で、キューに残る節

点はすべて 0-終端に変換する。節点中の ⊥はすべて 0-
終端に置き換える。
アルゴリズムの正当性の証明は省略するが、本手法で
正しく木構造が出力されることを簡単に述べる。ある節
点 𝜈 = (𝑖, 𝑑0, 𝑑1, 𝐻, 𝑓 (𝜈))について、アイテム組合せ 𝐻が
解、すなわち価値が上位 𝑘 個以内であるとする。木構造
𝑇 は 𝐻を保持していることを述べる。𝑤(𝐻) = 𝑐、すなわ
ち、ナップザックの残り容量が 0のとき、アルゴリズム
の動作中で 𝜈は 1-終端に変換される。したがって、𝑇 は
𝐻を保持している。𝑤(𝐻) < 𝑐、すなわち、ナップザック
の残り容量が 0より大きく、他の 𝑖以上の（残りの）ア
イテムをナップザックに入れない場合、𝜈は終端にはな
らないが、𝜈の 0-枝の先を繰り返したどると、ラベルが
𝑛 + 1の節点 𝜈′に到達する。𝜈′の評価値は 𝑝(𝐻) であり、
𝜈′に到達するまでに現れる節点（途中節点と呼ぶ）の評
価値は、ℎの許容的な性質によって 𝑝(𝐻) 以上である。
したがって、𝐻が価値上位 𝑘 個以内であるなら、途中節
点と 𝜈′が、他の価値上位 𝑘 個に入らない節点よりも先
に優先度付きキューから取り出される。𝜈′ は 1-終端に
変換されるので、𝑇 は 𝐻 を保持している。
4 実験結果
実験に用いた計算機は、プロセッサは 1.6 GHzデュア

ルコア Intel Core i5、メモリは 8 GB 2133 MHz LPDDR3
である。
4.1 使用したアイテムインスタンス
今回の実験では、[1 : 100] の乱数幅で生成した重みと
価値をもつアイテム 20個について実験を行った。ナッ
プザックの容量は全アイテムの重み総和の 50%とした。

4.2 解の発見順序の検証
図 3は、解の発見された順番とその評価値の関係を示
しており、横軸が何番目に発見された解か、縦軸は解の
評価値を表している。グラフは単調減少になっており、
A*探索の特徴である、最適解から順番に見つかってい
くことが確認できる。また、途中で中断されても常に正
しい上位解集合を保持できることもわかる。
4.3 アイテム順序変更による A*探索性能の比較
ナップザック問題を貪欲に解こうとしたときには、価
値効率 (𝑝𝑖/𝑤𝑖) が大きいアイテムから順番に選択してい
くことになる。逆に、価値効率が小さな値のアイテムか
ら選択していくと最適解から遠のくことになる。今回の
A*探索では、どのようなアイテム順序で探索を進めた
ら効率よく速く解が見つかるのかを考察するために、重

図 3 解の発見順とその評価値

み、価値、価値効率の３つの指標に関してソートして実
験を行った。
図 4は、３種類のアイテム順序に対して、ステップ数
と見つけた解の個数を表したグラフである。上位解が見
つかる速度に注目すると、重み順ソートの場合で解の発
見が遅いことがわかる。一方で全ての解を見つける時に
は重み順ソートは最も速く、価値効率順ソートが最も遅
いという結果になった。
4.4 優先度付きキューの要素数の変化
今回提案する A*探索では、優先度付きキューの要素

数の推移は規則的である。推移の仕方は以下の 3通りで
ある。

• キューから取り出した節点 𝑣が解である（終了条件
を満たしている）とき
𝑣 が取り出され、新たな節点は生成されないので、
要素数は −1

• 𝑣 は解ではない（終了条件を満たしていない）が、
１枝側の節点が枝刈りされるとき
𝑣 が取り出され、新たな節点が１つ生成されるの
で、要素数は −1 + 1 = ±0

• 𝑣 が解ではなく、０枝と１枝の両方の節点が生成さ
れるとき
𝑣 が取り出され、新たな節点が２つ生成されるの
で、要素数は −1 + 2 = +1

以上の規則より、枝刈りのタイミングでは優先度付き
キューの要素数は変化せず、解が見つかるタイミングで
優先度付きキューの要素数は減少する、即ち、キューの
要素数の増加が緩やかであるとき、速く解が見つかって
いることがわかる。
図 5は、アルゴリズムが進む過程で優先度付きキュー
の要素数がどのように変化していくかを表した図であ
る。横軸がステップ数（アルゴリズム中の while文を繰
り返した回数）、縦軸が優先度付きキューに入っている
要素の数である。水色の線が重み、緑の線が価値、紫
の線が価値効率についてソートした結果を表している。
1 × 106 ステップあたりまでは、価値効率順を表す紫の
線が一番優先度付きキューの要素数が低い位置で推移し
ている。このことから、ナップザック問題の上位解を見
つける速さは、価値効率順ソートが一番早いことがわか
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る。一方で、優先度付きキューの要素数が０になるタイ
ミングに注目すると価値効率順ソートは一番遅く、重み
順、価値順の方が速く探索が終了していることがわか
る。これは、ナップザック問題の解を全探索する場合に
は、価値効率順ソートが優れているわけでは無いことを
示している。
また、優先度付きキューの要素数と内部で保持してい
る木構造のサイズは一致し、このグラフは実行中のメモ
リの使用量の推移と見ることもできる。

図 4 ステップ数と発見した解の個数の関係

図 5 キューの要素数の推移

5 おわりに
今回の研究では、ナップザック問題のようなコスト制
約組合せ問題に対して、A*探索に基づいて中間 ZDDを
構成せずに上位解を列挙し、その解集合を表す ZDDを
構築する方法を提案した。この方法では、A*探索が最
適解から順に解を発見するという特性上、探索を中断し

ても正しい上位解を得られている。また、アイテム順序
を固定して行う A*探索において、どのような指標でア
イテムをソートしたら良いかを議論し、上位解の列挙と
いう観点では、価値効率 (𝑝𝑖/𝑤𝑖) の降順に並べ替えるの
が最も良いアイテム順序であることを実験的に求めた。
今後の課題としては、現在の実装では、アイテム集
合から A*探索に基づき木構造を構築する第一段階と、
木構造から ZDDを構築する第二段階に分かれているの
で、これらをひとつのアルゴリズムに組合せ、木構造を
構築せずに直接 ZDDを構築する高速化が考えられる。
ヒューリスティック関数については、現在用いているも
のでも最適解から順に良い解を出力する保証はあるが、
より良いヒューリスティックを探すことでさらなる性能
向上も望める。また新たに追加する機能として、メモ化
技法を用いて ZDDの節点の展開をより効率の良いもの
にしたり、区間メモ技法 [8]を搭載することにより、よ
り効率の良い枝刈り機能を追加できると考えられる。さ
らに、今回は上位解の指標として、1000個など具体的
な数字を用いて実験を行ったが、上位 5%の解を求める
など、異なる形の制約への応用も今後の課題である。実
社会への応用を想定し、多様な解を出力するような改良
も考えたい。
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