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1 はじめに
テストの難易度や受験者の能力の分布に左右

されない, 公平なテストを実施するための方法
論として項目反応理論 (IRT)がある. IRTでは,

受験者の能力に対する設問の正答率を統計モ
デルで表し, グラフ化したものを項目特性曲線
(ICC)と呼ぶ.

IRTは ICCの推定方法の違いにより, ICCの
形状を仮定するパラメトリック項目反応理論
（PIRT）と緩やかな形状制約のもとで推定され
るノンパラメトリック項目反応理論（NIRT）の
二つに分類される. NIRTは, PIRTに比べて柔
軟な推定になるが, 特に設問に対する受験者の
回答結果である項目反応データが少ない場合に
不安定な推定になる可能性がある. このような
不安定性を軽減するために, 単調等質性や二重
単調性といったさまざまな制約が提案されてい
る [1, 2, 3].

先行研究 [4] は, 二重単調性の制約をもつ
NIRTモデルを混合整数非線形最適化（MINLO）
問題として定式化している. しかし推定の柔軟
性を大きく制限する二重単調性モデルは, 特に
設問数が多い場合に, ICCの推定精度が低いと
いう課題が挙げられている.

そこで本研究では, 二重単調性の緩和制約に
基づくノンパラメトリック項目反応モデルを提
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案する. またその問題を解くために発見的アル
ゴリズムを利用する.

2 二重単調性モデル
先行研究 [4] の二重単調性モデルの定式

化を示す. まず受験者の番号を i ∈ I, 設
問の番号を j ∈ J , 受験者の潜在能力クラ
スを t ∈ T と表現する. この時, テスト結
果は正答したか否かを表す 2 値の項目反応
データ, U := (uij)(i,j)∈I×J ∈ {0, 1}|I|×|J| で
与えられる. また ICC を表す決定変数を
W := (wkt)(k,t)∈J×T , 設問の難易度順を表す
決定変数を Z := (zjk)(j,k)∈J×J , 受験者の潜在
能力を表す決定変数を Y := (yit)(i,t)∈I×T とす
る. ここで二重単調性の制約の下で対数尤度関
数を最大化する MINLO問題を解き, ICCと受
験者の潜在能力を推定する.

max
W ,Y ,Z

∑
(i,j,k,t)∈I×J×J×T

yitzjk(uij log(wkt)

+ (1− uij) log(1− wkt)) (1)

s.t wkt ≤ wk,t+1 (k, t) ∈ J × T (2)

wkt ≤ wk+1,t (k, t) ∈ J × T (3)

0 ≤ wkt ≤ 1 (k, t) ∈ J × T (4)∑
k∈K

zjk = 1 j ∈ J (5)∑
j∈J

zjk = 1 k ∈ J (6)

zjk ∈ {0, 1} (j, k) ∈ J × J (7)∑
t∈T

yit = 1 i ∈ I (8)

yit ∈ {0, 1} (i, t) ∈ I × T (9)
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目的関数 (1)は対数尤度関数を最大化している.

制約 (2), (3), (4) は各 ICC に課す制約である.

制約 (2)は潜在能力の高い受験者は正答率が高
いこと（単調等質性）を表し, 制約 (3) は任意
の受験者にとって設問の難易度の順番が入れ替
わらないこと（二重単調性）を表している. ま
た制約 (5), (6), (7)は各設問を 1つの難易度に
割り当てる制約であり, 制約 (8), (9) は各受験
者を 1つの潜在能力クラスに割り当てる制約で
ある.

3 提案手法
ICCの形状でクラスタリングを行い, 同一ク

ラスターに属する ICC に限定して二重単調性
の制約を課すことを二重単調性の緩和制約とし
て提案する. このような緩和を行うことで, 厳
しすぎる制約による推定精度の悪化を軽減する
ことができる.

二重単調性の緩和を行うためのクラスタリ
ングに関する最適化問題の定式化を示す. ま
ずクラスターの番号を n ∈ N と表す. 次に
クラスターの ICC を表す決定変数を W :=

(wnt)(n,t)∈N×T , 設問の所属クラスターを表す
決定変数を V := (vjn)(j,n)∈J×N とする. ここ
で単調等質性の制約の下で対数尤度関数を最大
化する MINLO問題を解き, 設問の所属クラス
ターを推定する.

max
W ,Y ,V

∑
(i,j,n,t)∈I×J×N×T

yitvjn(uij log (wnt)

+ (1− uij) log (1− wnt)) (10)

s.t. wnt ≤ wn,t+1 (n, t) ∈ N × T (11)

0 ≤ wnt ≤ 1 (n, t) ∈ N × T (12)∑
n∈N

vjn = 1 j ∈ J (13)

vjn ∈ {0, 1} (j, n) ∈ J ×N (14)∑
t∈T

yit = 1 i ∈ I (15)

yit ∈ {0, 1} (i, t) ∈ I × T (16)

目的関数 (10) は対数尤度関数を最大化してい

る. 制約 (11), (12)は単調等質性の制約である.

制約 (13), (14)は各設問を 1つのクラスターに
割り当てる制約であり, 制約 (15), (16) は各受
験者を 1つの潜在能力クラスに割り当てる制約
である.

4 提案アルゴリズム
クラスタリングの最適化問題はMINLO問題

であり, 厳密解を求めることは困難である. そ
こで質の良い解を効率的に求めるための発見的
最適化アルゴリズムを利用する. このアルゴリ
ズムには EMアルゴリズムを用いている.

5 数値実験
提案手法の有効性を項目特性曲線と潜在能力

クラスの推定精度によって検証する. 実験の手
順は先行研究 [4]に従っている. 実験に使用し
たデータおよび結果, 発見的アルゴリズムの詳
細は当日報告する.
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