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1. はじめに 

X 線 CT(Computed Tomography)や PET(Positron Emission 

Tomography)に代表される医用診断装置における画像再構

成問題は、任意の生体内部における形態又は機能の断層像

をいかに高精細に視覚化することにある。観測データを𝑔、

未知の物理量を𝑓とすると画像再構成問題は次のような積

分方程式として定式化される[1-6]。 

𝑔(𝑦) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥.                                  (1) 

これは、Fredholm の第一種積分方程式となる。この問題を

解く場合、積分作用素を離散化することによって行列の形

で表現することになる。有限次元ベクトル空間を考えれば、

観測データを𝑁次元、未知データを𝑀次元とすると、𝑁 ×

𝑀の行列となる。𝑁 = 𝑀の正則行列ならば逆行列が存在し

て、観測データに逆行列をかけることで未知データが復元

又は再構成することができる。しかし、一般的には正則行

列になることはないので、その解の存在と一意性の保証は

ない[7,8]。 

再構成法は 2 つに分類することができる。積分作用素の

逆変換を求める解析的手法と代数的かつ逐次的に解を求め

る反復法である。解析的手法は、観測データを使って離散

化された逆変換作用素を基に直接解を求める。反復法は、

観測系における先験情報や統計的な性質を考慮することに

よって、代数的な反復公式を適用して解を求めることにな

る。Image Space Reconstruction Algorithm(ISRA)は、反復法

の一つであり、非負最小 2 乗推定値に収束し、PET におけ

る再構成手法として開発された。重みづけした最小 2 乗目

的関数を用いることによって、一般化された公式が導出さ

れ て き た 。 ま た 、 Maximum Likelihood Expectation 

Maximization(ML-EM)との関係とその収束特性も明らかに

されてきた[9-13]。 

本研究では、再構成問題を離散化することによって、

ISRA を適用し再構成画像の画質の評価を行う。反復回数、

検出器数、投影角数、Relaxation パラメータ、重み係数を

変化させたときの最小 2 乗誤差を求めることで画質の評価

を行ってきた。反復回数、検出器数、投影角数を増加する

ことによって誤差が減少することを示した。Relaxation パ

ラメータと重み係数をある範囲で変化させたときの再構成

画像に与える影響を調べた。 

 

 

 

 

2. ISRA 

観測データをベクトルg={g
𝑖
}

𝑖=1

𝑁
で表す。求めたい未知デ

ータをベクトルf={f𝑗}
𝑗=1

𝑀
とする。これらは、ヒルベルト空

間の元と考えることができる。再構成問題は次のような行

列表記ができる。 

g=Af.                                                  (2) 

線形作用素𝐴は、𝑁 × 𝑀の非負実数値行列 𝐴 = {𝑎𝑖𝑗}, 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0

となる。ここで重みづけ 2 乗目的関数を次のように定義す

る。 

Φ𝑜𝑏𝑗(f 𝑘) =
1

2
∑

(g𝑖 − 𝑝𝑖
𝑘)

2

𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

.                               (3) 

𝑘番目の推定値f
𝑘からの投影データ𝒑𝑘を次のように定義す

る。 

𝑝𝑖
𝑘 = ∑ 𝑎𝑖𝑗f𝑗

𝑘

𝑀

𝑗=1

 + 𝛼𝑖 .                                   (4) 

𝛼𝑖はノイズとする。今ここで、目的関数を最小にするよう

なfを求めることを考える。fに関して偏微分をとると次の

ようになる。 

𝜕

𝜕f𝑗
𝑘

Φ𝑜𝑏𝑗(f 𝑘) = − ∑
𝑎𝑖𝑗(g𝑖 − 𝑝𝑖

𝑘)

𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

.               (5) 

式(5)の右辺は、重みづけされた推定値データの逆投影デー

タから重みづけされた観測データの逆投影を引いた値とな

る。 

𝜕

𝜕f𝑗
𝑘

Φ𝑜𝑏𝑗(f 𝑘) = ∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑝𝑖
𝑘

𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

− ∑ 𝑎𝑖𝑗

g𝑖

𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

.           (6) 

最急降下法[14,15]を用いて、目的関数を最小化する反復法

は次のようになる。 

f𝑗
𝑘+1 = f𝑗

𝑘 − 𝛽𝑗
𝑘 (∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑝𝑖
𝑘

𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

− ∑ 𝑎𝑖𝑗

g𝑖

𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

).      (7) 

スケーリング係数を次のように選ぶ。 

𝛽𝑗
𝑘 =

f𝑗
𝑘

∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑝𝑖

𝑘

𝑤𝑖

𝑁
𝑖=1

.                                (8) 

式(7)に式(8)を代入すると、反復法は次のようになる。 

f𝑗
𝑘+1 = f𝑗

𝑘
∑ 𝑎𝑖𝑗

g𝑖

𝑤𝑖

𝑁
𝑖=1

∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑝𝑖

𝑘

𝑤𝑖

𝑁
𝑖=1

.                         (9) 

ここで重みを𝑤𝑖 = 1とすると、ISRAが得られる。 

f𝑗
𝑘+1 = f𝑗

𝑘 ×
∑ 𝑎𝑖𝑗g𝑖

𝑁
𝑖=1

∑ 𝑎𝑖𝑗〈𝒂𝑖, f 𝑘〉𝑁
𝑖=1

.      (10) 

ここで、〈∙,∙〉は内積を表す。 
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3. 計算機シミュレーション 

観測領域を等間隔に離散化し、最小構成単位をピクセル

と考える。ピクセルは左上を 1 とし、ラスタースキャンに

よって順番に番号を割り当て、右下をMとする。従って、

𝐟 ∈ ℝ𝑀となる。再構成される物体は、𝑗番目のピクセルf𝑗と

しその中で一様な値とする。投影データはファンビーム投

影系を考え、投影角度0~360°を等間隔で離散化し、検出器

も離散化する。0°のViewの検出器の左端を 1とし、順番に

番号を割り当て、最後の View の右端を N とする。投影デ

ータは、𝑖番目の線積分値をg
𝑖
とする。従って、𝐠 ∈ ℝ𝑁とな

る。𝑖番目の線と𝑗番目のピクセルの共通部分の長さをa𝑗
𝑖で

表す[16]。Fig. 1に観測系の離散化モデルを示す。 

 

アルゴリズム(ISRA) 

Step 1(初期化): f0 ∈ ℝ𝑀 ∖ {𝟎} 

Step 2:投影データを逆投影する。 

h𝑗 = ∑ 𝑎𝑖𝑗g𝑖

𝑁

𝑖=1

.                                          (11) 

Step 3 (Iterative step): f𝑘とRelaxationパラメータ𝛾𝑗を用いて、

f
𝑘+1を計算する。 

f𝑗
𝑘+1 = f𝑗

𝑘 × (
h𝑗

∑ 𝑎𝑖𝑗〈𝒂𝑖 , f𝑘〉𝑁
𝑖=1

)

𝛾𝑗

.                     (12) 

 

 

 

 
Figure 1: The fully-discretized model of the image reconstruction 

problem in 2-dimensional space. Fan beam scanning mode (single 

source, multiple detector, translate-rotate). 

 

 
Figure 2: The original test image (128×128 pixels, 8bpp). 

 

 
Figure 3: The projection data, Sinogram of the original image in 

Fig. 2. 200 detectors / view, 200 views / 2π and 8bpp. 

 

 
Figure 4: The reconstructed image by ISRA after 40 iterations. 

Initial image is a uniform image of 0.1. Relaxation parameter is 

the unit. 

 

Fig.2はテスト画像とし、128×128ピクセル、256諧調のグ

レースケール画像とする。Fig.3 は 200 検出器 /view、

200View/360°で線積分をおこなったときの投影データとな

る。ノイズなしの投影データを使ったときに ISRA による

再構成画像を Fig.4に示す。反復回数 40、初期画像は 0.1の

一様分布画像、Relaxationパラメータは 1.0とする。 

Fig.5は、反復回数に対する平均 2乗誤差(normalized mean 

square error: NMSE)の値を示したものである。NMSEは、次

のように定義する。 

NMSE(𝑘) =
‖f 𝑘 − f‖

2

‖f‖2
.                       (13) 

 

 
Figure 5: Plots of normalized mean square error versus iteration 

number. 200 views. Initial image is a uniform image of 0.1. 

Relaxation parameter is the unit. The number of detectors/view are 

changed from 100 to 200. 
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Figure 6: Plots of normalized mean square error versus iteration 

number. 200 detectors / view. Initial image is a uniform image of 

0.1. Relaxation parameter is the unit. The number of views is 

changed from 50 to 200. 

 

 
Figure 7: Plots of the normalized mean square error versus 

relaxation parameter. 200 detectors/view. 200 views/2π. Initial 

data is a uniform image of 0.1. Iteration number is 30. 

 

 
Figure 8: Plots of the normalized mean square error versus the 

weighting factor. 200 detectors/view. 200 views/2π. Initial data is 

a uniform image of 0.1. Iteration number is 30. 

 

ここで、 𝐟𝑘は反復回数 k の画像であり、𝐟は元画像である。

‖∙‖2は ℓ2-ノルムを表す。検出器の数を 50 から 200 まで変

化させた。投影角度数は 200で固定した。初期画像は 0.1の

一様分布画像、Relaxationパラメータは 1.0とする。反復回

数と検出器の数を増やすことで、誤差が小さくなっていく

ことがわかる。 

 Fig.6 は、投影角度を 50 から 200 に変化させたときの、

反復回数に対する平均 2 乗誤差の値を示したものである。

初期画像は0.1の一様分布画像、Relaxationパラメータは1.0

とする。反復回数と投影角度の数を増やすことで、誤差が

小さくなっていくことがわかる。計算量又は計算時間に関

しては、反復回数、検出器数、投影角の数を増やしていく

と増加することになる。 

 Fig.7は、Relaxationパラメータを 0.6から 1.4に変化さ

せたときの、平均 2 乗誤差の値を示したものである。反復

回数 30、初期画像は 0.1 の一様分布画像、ノイズなしの投

影データを使った。Relaxation パラメータを 0.6 から 1.4 ま

での範囲で変換させたが、検出器数、投影角度の数、反復

回数を固定したとき、徐々に減少することがわかる。 

 Fig.8 は、式(9)における重み係数 w_i を 0.7 から 1.2 に

変化させたときの、平均 2 乗誤差の値を示したものである。 

反復回数 30、初期画像は 0.1 の一様分布画像、ノイズなし

の投影データを使った。重み係数を 0.7から 1.2の範囲で変

化させたが、検出器数、投影角度の数、反復回数を固定し

たとき、誤差における大きな変化は見られなかった。 

 

4. まとめと今後の課題 

画像再構成における観測系を離散化することによって、

Fredholmの積分方程式を行列によって表現してきた。ISRA

を用いて、投影データから画像を再構成する問題に適用し

てきた。反復回数、検出器数、投影角数、Relaxation パラ

メータ、重み係数を変化させたときの最小 2 乗誤差を求め

ることで画質の評価を行ってきた。反復回数、検出器数、

投影角数を増加することによって誤差が減少することを示

した。Relaxation パラメータと重み係数を特定の範囲で変

化させたときの再構成画像に与える影響を調べた。 

理想的な解に収束させる、または誤差を減少させるには

反復回数、検出器数、投影角数を増加する必要があるが、

実際には計算量、計算時間が増加することになるので、観

測系やデータに応じた最適なパラメータ設定を行う必要が

ある。また、パラメータや投影データ数を増やしていくと、

解が含まれる集合が変化するので、正則化を行う必要があ

る。今回、ノイズなしのデータを用いて誤差評価を行って

きたが、ノイズありのデータに対して同様の計算を行い評

価する必要がある。ISRA はこれまで PET 画像再構成問題

に適用、実装されてきたが、より一般的な線形又は非線形

逆問題に適用できるように、解析的かつ代数的な数学的定

式化が必要となる。 
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