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概要：金融資産のポートフォリオ最適化問題は，選択する金融資産とその配分の組合せが膨大に存在するため，最適解

の探索が困難な問題として知られている．本稿で取り扱うインデックス・トラッキング・ポートフォリオの最適化にお
いては，市場の不確定性からモデル化は困難であり，モデル化したとしても，最適化の目的関数に決定変数の除算や対
数関数が含まれ，従来の数理最適化技術の適用は困難であった．本稿では，本問題に対する求解手法として Factorization 

Machineとアニーリングを用いたブラックボックス最適化手法を提案し，その評価結果を報告する． 
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1. はじめに 

近年，組合せ最適化問題に対して，量子コンピューティ

ング技術の適用が進んでいる[1][2][3]．対象とする問題をイ

ジングモデルあるいはこれと等価な QUBOモデル（二次制

約なし二値最適化）で表現し，量子アニーリングマシンを

はじめとするイジングマシンを用いてその低エネルギー状

態を探索することで，高速かつ高精度で解を導出する． 

 一方で，実社会における組合せ最適化問題は，イジング

モデルや QUBOモデルでの表現が難しい場合が多くある．

例えば，インデックス・トラッキング・ポートフォリオの

最適化では，インデックスからの乖離を表す既定の指標値

を最小化することを目的とするが，その指標値の計算は除

算や対数関数の和を含む．2 次式以外の計算を含む問題に

対しては直接的なイジングモデルの作成は困難であり，近

似解法を利用するのが一般的である[4]． 

このような組合せ最適化問題に対するアプローチの一つ

として，北井らによって提案されたブラックボックス最適

化手法がある[5]．定式化が困難な組合せ最適化問題を機械

学習技術の１つである Factorization Machine[6] を用いてイジ

ングモデルの作成を近似的におこなう（代理関数）．D-

Wave[7] の量子アニーリングマシンを用いて，この代理関数

の低エネルギー状態を探索することで，組合せ最適化を実

現する．この手法では，入出力のみが明らかで具体的な関

数形が不明なブラックボックス関数や関数形は判明してい

るものの定式化が困難な関数に対して，量子アニーリング

による組合せ最適化問題の求解が可能であることを示した．

また，代理関数の低エネルギー状態の探索には，任意のイ

ジングマシンを用いることが可能であり，デジタル回路上

に実装したイジングマシンを用いた手法も提案されている
[8]．また，山下ら[9] は，この手法とベイズ最適化を用いた

従来のブラックボックス最適化手法の比較検証をおこない，

提案手法の優位性を示している．  

これらの手法では，イジングモデルを Factorization 

Machine によって自動的に生成する．そのため，本手法に

よって生成されたイジングモデルをブラックボックス型イ

ジングモデルと呼ぶこととする． 

本稿では，ブラックボックス型イジングモデルを用いた

最適化手法によって，最適なインデックス・トラッキン

グ・ポートフォリオを求める手法を提案する．また，提案

手法と従来のブラックボックス最適化技術との比較結果を

報告する． 

 

2. ポートフォリオ最適化問題 

2.1 インデックス・トラッキング・ポートフォリオ 

ポートフォリオ最適化問題とは，金融資産の金額，期間，

リスクなどのさまざまな条件がある中で，株式，債券等の

金融資産の組合せ（ポートフォリオ）を求める問題である．

本稿で取り扱うインデックス・トラッキング・ポートフォ

リオはリスクとリターンのバランスがよいポートフォリオ

の１つとして知られる．これは目標とするインデックス

（日経平均株価，香港ハンセン指数など）の変動に追従す

るポートフォリオであり，目標からの乖離度合いを表すト

ラッキングエラーを最小化することが期待されている． 

2.2 トラッキングエラー 

ある時点 𝑡 におけるインデックスの価格を 𝐼𝑡  とする．

𝑝𝑚,𝑡  を 𝑡 における銘柄 𝑚 の株価，𝑟𝑚 をその配分とすると，

ポートフォリオの価格 𝑃𝑡は下記の式で表すことができる： 

𝑃𝑡 = ∑ 𝑝𝑚,𝑡  𝑟𝑚

𝑚∈𝑀

 (1) 

ここで，𝑀 はインデックスを構成する全銘柄の集合である． 

このとき，インデックス，ポートフォリオそれぞれの Log 

Return 𝑅𝐼.𝑡，𝑅𝑝,𝑡 は下記の通り定義される． 

𝑅𝐼,𝑡 = log (
𝐼𝑡

𝐼𝑡−1
) (2) 
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𝑅𝑝, 𝑡 = log (
𝑃𝑡

𝑃𝑡−1
) (3) 

𝑇  をインデックス，株価データ測定時点の集合とすると，

トラッキングエラー 𝜀 は インデックスとポートフォリオの

Log Return の差の標準偏差として定義される． 

𝜀 = √𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 [{𝑅𝐼, 𝑡 − 𝑅𝑝,𝑡}
𝑡∈𝑇

] (4) 

インデックスは株式市場の平均的な動きを表す指標であ

るため，原理的にはインデックスを構成する全株式をポー

トフォリオに組み込むことで，トラッキングエラーのない

理想的なポートフォリオを実現できると考えられる．しか

し，ポートフォリオを構成する株式の種類が多い場合，そ

の運用には莫大なコストを必要とする．そのため，ポート

フォリオに組み込む株式の種類数（カーディナリティ）を

制限する．本稿ではカーディナリティの上限は所与として，

最適なインテックス・トラッキング・ポートフォリオを探

索する手法を示す． 

 

3. ブラックボックス型イジングモデルによる最適化 

3.1  Factorization Machine 

Factorization Machine (FM) は，サポートベクターマシン

と Factorization モデルを用いた機械学習技術の一つである
[6]．FMのモデル方程式は以下で表される． 

𝑦(𝒙;  𝑐, 𝒘, 𝒗) = 𝑐 + ∑ 𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

+ ∑ ∑ ∑ 𝑣𝑖,𝑘  𝑣𝑗,𝑘  𝑥𝑖  𝑥𝑗

𝐾

𝑘=1

𝑁

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

 (5) 

ここで 𝒙 は説明変数ベクトルを表し，𝑐 ∈ ℝ，𝒘 ∈ ℝ𝑁，𝒗 ∈

ℝ𝑁×𝐾  は学習によって決定するモデルパラメータを表す．

整数 K はハイパーパラメータであり，モデルの表現力の調

整に用いる． 

FM のモデル方程式は説明変数の 2 次式であるため，説

明変数がバイナリ変数であるという前提条件下では，イジ

ングモデルあるいは QUBOとみなすことができる．したが

って，イジングマシンを用いて FM のモデル方程式の低エ

ネルギー解のサンプリングが可能である．このように，本

アルゴリズムで使用するイジングモデルは，機械学習技術

により暗黙的で生成されるため，本稿ではこれをブラック

ボックス型イジングモデルと呼ぶ． 

 

3.2 最適化手法 

本節で，本研究で利用する最適化手法について説明する．

本手法 では，以下の 3つの Stepを 1つのサイクルとして反

復する． 

 

Step 1. ブラックボックス型イジングモデルの生成 

Step 2. 低エネルギー解のサンプリング 

Step 3. サンプルの評価 

 

Step1では，訓練データを用いて FMの学習をおこない，

ブラックボックス型イジングモデルを生成する．ここで訓

練データとは，説明変数とブラックボックス関数の計算値

（目的変数）のペアからなるデータである．ただし，説明

変数がバイナリ変数ではない場合，事前にバイナリ変数に

エンコードする必要がある．また，初回の学習時はイジン

グマシンを用いて生成したサンプルが存在しないため，事

前にいくつかのサンプルを生成して FM を学習するか，あ

るいは FM のモデル方程式のパラメータ (𝑐, 𝒘, 𝒗) を暫定的

に設定する． 

Step2 では，イジングマシンを用いてブラックボックス

型イジングモデルの低エネルギー解を𝑁𝑠 件サンプリングす

る．これによりブラックボックス関数の最適解近傍の説明

変数を獲得する．説明変数間に制約条件が存在する場合，

制約条件を罰則項として加えたイジングモデルを作成し，

サンプリングするようにしても良い． 

Step3 では，Step2 で獲得した説明変数に対するブラック

ボックス関数値（目的変数）を計算する．これにより得ら

れた説明変数と目的変数のペアを FM の訓練データに追加

する． 

以上 3 つの段階からなるサイクルを，FM の学習が収束

するか，指定した反復回数に達するまで反復する．反復の

過程で得られたサンプルの中でブラックボックス関数値が

最小のものを最終的な出力とする． 

 

4. 提案手法 

4.1 定式化 

本節では，本手法において用いる制約条件の定式化につ

いて説明する．カーディナリティに上限のあるポートフォ

リオ最適化における制約条件は下記の 2つである． 

1. 全銘柄の構成比率の合計が 1 であること 

2. カーディナリティ上限以下の銘柄で構成すること 

 

まず，ポートフォリオを構成する株式銘柄 𝑚 の構成比

率 𝑟𝑚 を，Log Encoding により以下のように離散化する． 

𝑟𝑚 = ∑
2𝑖  𝑏𝑚,𝑖

2𝑁𝑏 − 1

𝑁𝑏−1

𝑖=0

 (6) 

ここで  𝑏𝑚,𝑖  は 0 または 1 を取り得るバイナリ変数，𝑁𝑏 は

自然数であり，構成比率の粒度を調整するパラメータであ

る．上記の定義より 0 ≤  𝑟𝑚 ≤ 1 を満たす．これを用いて 1

つ目の制約条件は下記式で表すことができる． 

𝐶1 = ( ∑ 𝑟𝑚

𝑚∈𝑀

− 1)

2

 (7) 

続いて，2 つ目の制約条件は，バイナリ変数 𝑠𝑚 および 

カーディナリティ上限 𝑘 を用いて以下式で表される． 

𝐶2 = ∑ ∑ (1 −  𝑠𝑚) 𝑏𝑚,𝑖

𝑁𝑏−1

𝑖=0𝑚∈𝑀

+ ( ∑ 𝑠𝑚

𝑚∈𝑀

 −  𝑘)

2

 (8) 

第 1 項は 𝑟𝑚 > 0 かつ 𝑠𝑚 = 0 となることを禁止する制約で

あり，第 2 項は，変数 𝑠𝑚 のうち 𝑘 個 だけが 1 になること

を表す．これらを用いることで，カーディナリティ上限の

制約が設定される． 
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サンプリングの目的関数は，変数 𝑏𝑚,𝑖  と 𝑠𝑚 を説明変数，

式 (4) を用いて計算したトラッキングエラー 𝜀 を目的変数

として学習した FMのモデル方程式 (5) を用いる． 

最終的なイジングモデルは式 (5)，(7)，(8) を用いて下記の

ように表される． 

𝐻 = 𝛼 𝑦(𝒃, 𝒔;  𝑐, 𝒘, 𝒗) + 𝛽 𝐶1 + 𝛾 𝐶2 (9) 

ここで 𝛼，𝛽，𝛾 は各項の重みを表す正の実数である． 

上記を用いたブラックボックス最適化の手順は次の通り

である．まず，式 (6) を満たす適当な初期データ 𝑟𝑚 を生成

し，式 (1) ~ (4) を用いてトラッキングエラー 𝜀 を計算する．

式 (6) および (8) を用いて，𝑟𝑚 より 変数 𝑏𝑚,𝑖 と 𝑠𝑚 を逆算

する (エンコーディング)．こうして得られたサンプル (𝑏𝑚,𝑖 , 

𝑠𝑚, 𝜀) を訓練データとして FM を学習する． 

次に，式 (9) の低エネルギー解をイジングマシンで求め，

目的関数を最小化すると推測される (𝑏𝑚,𝑖
′ , 𝑠𝑚

′ )を得る． 

最後に，式 (6) に 𝑏𝑚,𝑖 = 𝑏𝑚,𝑖
′  を代入し 𝑟𝑚

′  を求め，さらに

これを用いて式 (1) ~ (4)よりトラッキングエラー 𝜀′ を計算

する．こうして得られた (𝑏𝑚,𝑖
′ , 𝑠𝑚

′ , 𝜀′) を FMの訓練データに

追加する． 

 

4.2 一括最適化と多段最適化 

本提案手法は，与えられた銘柄 M より最大𝑘個の銘柄を

選出してポートフォリオを構成する．本章では，このアプ

ローチの多段化について述べる．図 3 に多段化のフローを

示す． 

ブラックボックス最適化部では，第 3 章で説明したブラッ

クボックス最適化をおこない，所定の数のサンプルを得る．

終了判定部では，終了条件を設けて，処理を終了するかを

判定する．例えば，十分に良いサンプルが得られた場合や

所定の回数の多段最適化が完了した場合などである．銘柄

選定部では，得られたサンプルをもとに，ポートフォリオ

から除外する銘柄を選定する．例えば，トラッキングエラ

ーの高いサンプルに頻繁に含まれる銘柄を除外する．これ

らの処理を繰り返すことで，次の 2 点の効果が期待できる． 

1 点目は最適化問題の規模の低減による高速化，高精度

化である．一部の銘柄を除外することで決定変数の数が減

り，探索空間が狭まるため，より良い解を見つけやすくな

る．加えて，規模の低下に伴い，ブラックボックス最適化

の 1 サイクルあたりの計算時間が短くなる．単位時間あた

りの探索回数が増加することで，同じ計算時間で処理した

場合であっても，探索空間の中で比較的広範囲の探索が可

能となる． 

2 点目は多段化による FM の学習の停滞の抑制である．

本手法では，ブラックボックス最適化のサイクル毎に一定

件数 (𝑁𝑠) の訓練データが追加される．最適化の初期段階で

はそれまでに蓄積された訓練データが少ないため，サンプ

リングによる訓練データ数の増加率が大きいが，サイクル

が進むにつれて増加率は単調減少する．したがって，サイ

クルが進むほど相対的に訓練データの変化が小さくなり，

FM の学習結果の変化も小さくなる．結果として最適化が

停滞すると考えられる．多段化をおこなった場合，各段階

で説明変数が異なるため，FM の訓練データが大きく変わ

るため，上記のような学習の停滞を抑制することも期待で

きる．  

本稿では，上記のような多段的なアプローチを多段最適

化と呼び，単一のブラックボックス最適化によるアプロー

チを一括最適化と呼ぶこととする． 

 

5. 評価 

5.1 評価方法 

本稿では OR-Library[10] に掲載されている香港証券取引証

券所の週次のインデックス，株式データを用いて評価をお

こなう．本データは，291 週間分の週次のインデックスの

価格 𝐼𝑡 および 31 銘柄の株価 𝑝𝑚,𝑡 を含むデータである．こ

のうち，前半の 145 週分は学習用のデータとして最適化に

よるポートフォリオの構成比率の決定に用い，後半の 146

週分を評価用のデータセットとし，これを用いてトラッキ

ングエラーの評価をおこなう．カーディナリティの上限値 

𝑘 は 10 とし，31銘柄より最大 10銘柄を選ぶ最適化問題と

する． 

最適化手法として，4 章で述べた提案手法に加え，既存

のベイズ最適化をベースとしたブラックボックス最適化の

パフォーマンスの比較評価をおこなった．ベイズ最適化に

ついては，ハイパーパラメータ最適化のフレームワークで

ある Optuna[11] を利用した． 

提案手法では Vector Annealing[12] をイジングマシンとし

て用いた．また，前章までで述べた各種パラメータは次の

通りである．各サイクルにおけるサンプリング件数 𝑁𝑠 =

20，銘柄の構成比率の粒度パラメータ 𝑁𝑏 = 10とする．し

たがって，決定変数は 341変数となる．目的関数重み 𝛼 =

𝛼𝑐，制約式重み 𝛽，𝛾はそれぞれ下記とし，目的関数重み

のみサイクルごとに更新する． 

𝛼1 = 10−3 

𝛼𝑐+1 = {

2.0 𝛼𝑐      𝑖𝑓  𝐴𝑐 ≥ 0.8
0.5 𝛼𝑐      𝑖𝑓  𝐴𝑐 < 0.5

  1.0 𝛼𝑐      𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒     
 

𝛽 = 103，𝛾 = 102 

(10) 

ここで 𝑐 (≥ 1) はサイクル数，𝐴𝑐  はサイクル𝑐で得られた

 𝑁𝑠 件のサンプルのうち，制約条件を満たした割合である．

制約条件をよく満たす状況下では目的関数の重みを高め，

制約条件を満たしにくい状況下では重みを低くするため，

各サイクルにおいてなるべく制約を満たすサンプルが得ら

れるように調整される．これにより，効率的に FM の訓練

データを得ることが可能になると考えられる． 

 多段最適化は，5 段階に分けての最適化とした．各段階

において考慮する銘柄の数を 31，25，20，15，10 と徐々

に減らし，探索範囲を狭めて最適化をおこなった．銘柄選

定部では，各段階の最良のサンプルに含まれる銘柄に加え，

図 1 多段最適化のフロー 
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各段階の上位 30 件のサンプルによく含まれる銘柄を選定

した．また，各段階のサイクル数は 1～4 段階目は 200 回

とし，5 段階目は総処理時間が 1 時間に達するまでとした． 

 

5.2 評価結果 

各種ブラックボックス最適化手法の最適化の推移を図 3

に示す．縦軸は学習データのトラッキングエラー，横軸は

処理時間を表す．提案手法はそれぞれ 10回試行，ベイズ最

適化は 5 回試行し，トラッキングエラーの累積最小値の平

均値の推移をプロットした．また，薄く塗りつぶした領域

は，平均値±標準偏差の範囲を表す． 

一括最適化と多段最適化は，処理時間 0.15H 程度までは

ほぼ同じ挙動を示し，それ以降では後者のトラッキングエ

ラーが大きく下がっている．これは，この時点で多段最適

化の第 2 段階に入り，入力となる銘柄の数が削減されたこ

とで，効率的な探索が可能になったことに起因すると考え

られる．また，ベイズ最適化と提案手法を比較した場合，

一括最適化はベイズ最適化と比較的して，全体的にトラッ

キングエラーの値が高い結果となった．多段最適化は，探

索の初期の段階ではベイズ最適化よりも高いトラッキング

エラーで推移するものの，それ以降は関係性が逆転し，よ

りトラッキングエラーの小さいポートフォリオを求めるこ

とができている． 

表 1に手法ごとに計算時間 1.0H時点で得られた最良解の

ポートフォリオを用いて、評価データのトラッキングエラ

ーの平均値と標準偏差を算出した結果を示す．おおむね学

習データと同等のトラッキングエラーを示しており，多段

最適化が最も良い値となった． 

 

表 1 評価データのトラッキングエラー 

 

多段最適化では，探索範囲を段階的に絞り込むため，各

試行の各段階において選定される銘柄が異なる可能性があ

る．これにより結果のばらつきが生じ得るが，標準偏差は

他の手法よりも小さく，安定して解を求めることができて

いる．これは多段最適化の各段階において，十分に解空間

の広範囲を探索できていることによるものと考えられる． 

 

6. おわりに  

本稿では，ブラックボックス型イジングモデルを用いた

最適化によってインデックス・トラッキング・ポートフォ

リオを生成する手法を提示した．また，本方式を多段化す

ることにより，従来技術よりも優位な結果を示す結果が得

られることを示した． 

今後の課題は次の 3 点が挙げられる．1 点目は定式化手

法のバリエーションである．本稿で取り扱った定式化手法

では構成比率の離散化を Log Encoding によっておこなった

が，One-Hot Encoding や Unary Encoding などの手法に置き

換えることが可能である．これにより性能に違いが生じる

可能性がある．2 点目は，問題の大規模化である．今回利

用したデータは比較的小規模な 31銘柄のデータであり，決

定変数は 341 変数である．より大きな問題を取り扱うため

には，処理速度の高速化，収束までのサイクル数の削減が

必要になると推測される．3 点目は，既存手法との比較で

ある．今回は Optuna によるベイズ最適化ベースのブラッ

クボックス最適化を用いたが，Optuna を用いる方法でも多

段化は可能と考えられる．今後より精緻な比較検証をして

いく予定である． 
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手法 Avg. ± stdev.  (× 𝟏𝟎−𝟑) 

提案手法（一括） 5.63±0.32 

提案手法（多段） 4.89±0.28 

ベイズ最適化 5.22±0.32 

図 2 学習におけるトラッキングエラーの推移 
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