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1.はじめに
地理情報学や画像工学では，複数の頂点を辺で繋い
だグラフに頂点座標が埋め込まれたデータ（以降，埋
め込みグラフあるいは単にグラフ）を取り扱い，様々
な形状データを表現する．グラフの代表例は，地理情
報学であれば海岸線や境界線の情報，画像工学であれ
ば関心領域やオブジェクト形状の情報である．これら
のグラフはその形状により対象情報を表現し，頂点や
辺が密であるほど精細に情報を伝達できる．
一方で過密な頂点や辺を持つグラフは，実用におい
て様々な問題を引き起こすため，グラフの単純化が必
要である．例えば海岸線情報であれば，表示装置の解
像度や処理粒度以上に密な頂点や辺は，描画や処理に
不要で，保存領域の圧迫や処理遅延の原因となる．グラ
フを単純化することで不要な頂点や辺を取り除き，選
別した少ない頂点や辺で形状を近似すれば，上記問題
は解決される．
グラフ単純化の最も基本的な手法は，多角形や連続線
分の単純化を行うDouglas-Peucker (DP)法 [1,2]であ
り，地理情報学，画像工学で広く利用されている．DP
法は近似誤差が減少する様に順次頂点と辺を選択して
加えていく貪欲法である．DP法は実装が容易かつ高
速に動作するため，両分野のソフトウェアで標準的に
実装されている．
しかし DP法は雑音の影響を受けやすく，入力グラ
フが観測誤差等を含む場合に適切な出力を得られない
という問題がある．DP法は入力グラフの頂点から選択
して出力頂点を決定する手法なので、選択される頂点
によって形状がよく近似できることが求められる．従っ
て、全ての頂点位置が雑音により劣化している場合は
形状をよく近似する頂点を選択できず、所望の出力結
果を得られない．
そこで筆者らは局所線形近似法 [3]を提案し，雑音
に頑健なグラフ単純化手法を実現している．局所線形
近似法は図 1に示す様に，局所線形整列と不要頂点除
去の 2つの処理から構成される手法である．最初に局
所線形整列では，グラフの連結構造を保ったまま各頂
点の座標を微小に動かすことで，グラフ形状を近似す
る少数の線分上に頂点を整列させる．続いて不要頂点
除去では，局所線形整列させたグラフから分岐や角な
どの線分の端点を構成する頂点以外を除去する．以上
の 2つの処理により，グラフ単純化を実現できる．
この中で局所線形整列は数理最適化に基づく処理で，
その目的関数は雑音の特性に対応した忠実化項とグラ
フの折れ曲がりを抑制する正則化項から成る．特に [3]
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図 1: 局所線形近似法の概略図

では正則化項として，核型ノルム正則化に基づく正則
化関数を提案している．これに雑音の種類に応じた忠
実化関数を組み合わせることで，雑音に頑健な局所線
形整列を達成できる．
しかしながら局所線形近似法によるグラフ単純化は，
グラフの急峻な折れ曲がり部において頂点数を削減で
きず，かつ形状の近似精度が下がる問題があった．結果
として急峻な折れ曲がりは多くの線分で近似され，丸
まった形状となってしまった．この現象は，局所線形
整列において正則化項に用いた核型ノルムがグラフ全
体の辺の長さを正則化する効果を持っているため，発
生したと推察される．このため，核型ノルムを適切な
他のノルムに置き換えることで，改善される見込みが
ある．
また局所線形近似法では並列計算が難しく，頂点数
が多い大型のグラフにおいて，多くの計算時間を要す
る問題があった．局所線形整列問題の解法としては交
互方向乗数法 (ADMM) [4]などの近接分離法が用いら
れる．折れ曲がりの正則化関数が核型ノルムにより構
成されるため，その近接写像である特異値閾値処理 [5]
が必要になる．局所線形整列問題では小型多数の行列
に特異値閾値を繰り返し施すが，この計算を並列処理
することが難しく，多くの処理時間を要した．
そこで筆者らは小型多数行列に対する高速並列特異
値閾値処理法 [6,7]を提案している．特異値閾値処理の
算出過程から特異値分解を排除して，計算のほとんど
を計算並列性の高い線形処理で構成した．これにより，
局所線形近似法の処理時間を大幅に短縮することに成
功した．しかし高速並列特異値閾値処理法は，核型ノ
ルムを折れ曲がりの正則化に用いた場合にのみ適用で
きるものであり，上述の様に他のノルムに置き換える
ならば，そのノルムの近接写像に適合する高速並列計
算法を新たに考案する必要がある．
本研究では加重核型ノルム正則化を用いた局所線形
近似に基づくグラフ単純化を提案する．局所線形整列
の正則化関数を加重核型ノルムに置き換えることで，辺
の長さの正則化を抑制し，従来法と比較してより頂点
数が少なく近似精度の高いグラフ単純化を達成する．ま
た計算速度改善のために，2つの高速化法についても
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提案する．1つ目は加重核型ノルムにおける高速並列
特異値閾値処理法を新たに提案し，計算速度の第 1の
ボトルネックを解消する．2つ目は ADMMにおける
反復的な線形方程式の求解を計算量削減し，計算速度
の第 2のボトルネックを解消する．
2.従来の局所線形近似法によるグラフ単純化
本節では本研究に最も関連する従来法である局所線
形近似法 [3]について説明する．まず本節以降に共通す
る数学的な記法や定義について述べ，続いて局所線形
近似法の概要について説明する．続いて局所線形近似
法を高速化させるための特異値閾値処理の計算法につ
いて述べ，最後に局所線形近似法の問題点について解
析的に示す．
2.1.記法と定義
実数集合をRと表し，太字小文字，大文字のアルファ
ベットはそれぞれベクトルと行列を意味する (例：a,A)．
ベクトルや行列の転置は右上に Tを添える．ベクトル
のユークリッドノルムや行列のフロベニウスノルムを
∥ · ∥と表記する．
ベクトルの各要素を非負にクリッピングする関数を
ランプ関数と呼び，(·)+ と表記する．例えば y = x+

であれば，各要素は yi = max(xi, 0)である．
ベクトルあるいは行列の集合を X としたとき，関数

f : X → Rによる近接写像 [8]とは，下記式で定義さ
れる最適化問題の解である．

proxf (x) = argmin
y∈X

f(y) +
1

2
∥y − x∥2 (1)

上記最適化問題の解を効率的に求められる関数 f を，
近接写像可能な関数という．
2.2.局所線形近似法の概要
埋め込みグラフを G = (V, E ,P)とする．ここで V =

{vi}Ni=1 は頂点の集合であり N は頂点数である．また
各頂点 vi は D 次元空間に埋め込まれているとし，座
標を pi ∈ RD とする．全ての頂点座標を並べた行列を
P = [p1, · · · ,pN ]T ∈ RN×D とする．E ⊆ V × V は辺
の集合であり，辺 e = {vi, vj}が E の要素であるとき
頂点 vi, vj は隣接している．
局所線形近似法は図 1の様に，局所線形整列，不要頂
点除去の 2ステップから構成される．局所線形整列は座
標 Pのみを変化させた埋め込みグラフ G′ = (V, E ,P′)
を獲得する．新たな座標P′を得るための最適化問題は，

P′ = argmin
X∈RN×D

1

2
∥P−X∥2 + λ

∑
v∈V̄

∥LvX∥∗ (2)

である．目的関数の第 1項は忠実化項で，第 2項はグラ
フの折れ曲がりを正則化する項である．ここで V̄ ⊆ V
は次数が 2の頂点の集合である．行列 Lv ∈ R2×N は，
頂点 v ∈ V̄ についての隣接差分信号 LvXを生成する
疎行列である．頂点 v に関するインデクスを jv とし，
頂点 v に隣接する頂点に関するインデクスを iv, kv と
する．このとき Lv の非零要素は，

(Lv)1,jv = (Lv)2,jv = −1 (3)

(Lv)1,iv = (Lv)2,kv = 1 (4)

である．また ∥ · ∥∗ は核型ノルムで入力行列の特異値
の和である．すなわち核型ノルム ∥Y∥∗ は，入力行列
Y ∈ R2×D の特異値を σ1, σ2(σ1 ≥ σ2 ≥ 0)として，

∥Y∥∗ = σ1 + σ2 (5)

である [9]．核型ノルムはランク関数の凸包であり，行
列の低ランク性を推進する正則化関数である．最適化
問題 (2)においては，隣接差分信号 LvXを低ランクに
することで，グラフの折れ曲がりを正則化している．
最適化問題 (2)の目的関数は凸であり，主双対分離
法 (PDS)法 [10]や ADMM [4]などの近接分離法で解
くことができる．近接分離法では核型ノルムの近接写
像である特異値閾値処理を反復的に算出する．特異値
閾値処理とは，特異値分解とソフト閾値処理と行列積
の 3つの計算から構成される処理で，

proxµ∥·∥∗
(Y) = Udiag((σ − µ1)+)V

T (6)

で定義される．ここで σ = [σ1, σ2]
T,U ∈ R2×2,V ∈

RD×2は特異値分解で，UTU = UUT = VTV = Iと
Y = Udiag(σ)VT (7)

を満たす．
特異値閾値処理は特異値分解を含むため計算量が多
く，また複数の行列が入力されたときに並列に算出で
きない．このため多くの実行時間を要し，局所線形整
列の計算時間の大部分を占める．
不要頂点除去は埋め込みグラフ G′ = (V, E ,P′) を
入力として，各頂点に接続する 2辺の成す角度を基準
に頂点を除去し，単純化された埋め込みグラフ G′′ =
(V ′′, E ′′,P′′)を求める．
2.3.特異値閾値処理の高速計算
本小節では特異値閾値処理 (6),(7)の高速計算法 [6,7]
について述べる．記述を簡単にするため，入力YはD
行 2列の行列とする．proxµ∥·∥∗

(YT)T = proxµ∥·∥∗
(Y)

が成立するため，2行D列の行列が入力の時はD行 2
列入力の特異値閾値処理をする前後に転置操作を施す
だけでよい．
行列Yの列ベクトルを y1,y2∈RD とする（すなわ
ちY=[y1,y2]∈RD×2）．このとき特異値閾値処理は以
下の通り算出することができる．

proxµ∥·∥∗
(Y) = γ(1− δ)Y + γδR[y2,−y1] (8)

ここで γ, δは

γ =


(
1− (µ−σ2)+

σ1−σ2

)
+

if σ1 − σ2 ̸= 0(
1−

√
2µ

∥Y∥

)
else if σ1 + σ2 ̸= 0

0 otherwise

(9)

δ =

{
min(µ,σ2)
σ1+σ2

if σ1 + σ2 ̸= 0

0 otherwise
(10)

である．また特異値の和及び差は

σ1 ± σ2 =

√
trYTY±2

√
detYTY (11)
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により算出できる．また行列Rは π/2[rad]回転行列で，

R =


1√

detYTY
(y2y

T
1 − y1y

T
2 ) if D ≥ 3

sgn(detY)

[
0 −1

1 0

]
else if D = 2

(12)

である．
以上の算出法は (6),(7)の方法と比較して特異値分解
が不要であるので，高速に特異値閾値処理を実行でき
る．計算量は浮動小数点演算で 60 − 84%削減されて
いる．また複数の行列が入力されたとき，(8)がベクト
ル y1，y2についての線形変換であり，変換係数はベク
トルの要素についての四則演算，冪乗及び根号計算の
みで構成されていることから，並列に特異値閾値処理
を算出できる．これは近代の CPU や GPU における
SIMDアーキテクチャにより効率的に計算される．
2.4.局所線形近似法の問題点
局所線形近似法の特性を解析的な観点から考察し，そ
の問題点を明らかにする．局所線形整列において折れ
曲がりの回数を正則化する関数として核型ノルムを用
いている．核型ノルムの入力行列をY ∈ RD×2とし特
異値を σ1, σ2 とすると (11) は，trYTY ≫ detYTY
であることより，√

1 + x ≃ 1 + 1
2xの近似を用いて．

σ1 ± σ2 ≃
√
trYTY ±

√
detYTY

trYTY
(13)

である．これより，

σ1 ≃
√
trYTY, σ2 ≃

√
detYTY

trYTY
(14)

が導かれる．ここでY = [y1,y2]
Tとし，y1,y2の成す

角度を θとすると，
√
trYTY =

√
∥y1∥2 + ∥y2∥2 (15)

√
detYTY = ∥y1∥∥y2∥| sin θ| (16)

であるので，

σ1 ≃
√

∥y1∥2 + ∥y2∥2, σ2 ≃ ∥y1∥∥y2∥| sin θ|√
∥y1∥2 + ∥y2∥2

(17)

である．よって σ1 を正則化することでYの列ベクト
ルの長さの 2乗和を短くし，σ2を正則化することでY
の列ベクトルが作る角度の正弦の絶対値を小さくする
効果がある．これより，核型ノルム正則化では 2辺の
成す角度を正則化するだけでなく，辺の長さを短くす
る効果が表れてしまい，局所線形整列により角が丸まっ
てしまう．
3.加重核型ノルム正則化に基づくグラフ単純化
前節で述べた問題を解決するために，加重核型ノル
ム正則化に基づくグラフ形状単純化法を提案する．提
案法は従来の局所線形近似法と同じく局所線形整列と
不要頂点除去の 2ステップで構成される．局所線形整

列において用いる正則化関数を核型ノルムから加重核
型ノルム [11]に変更する．すなわち，

∥Y∥∗,w = w1σ1 + w2σ2 (18)

を用いる．ここでw = [w1, w2]
T は重みで，0 < w1 <

w2と設定する．加重核型ノルムは行列の低ランク性を
推進する非凸な正則化関数である．加重核型ノルムで
は，(17)より，小さい特異値 σ2により大きく加重され
るため，通常の核型ノルムと比較して，行列のフロベ
ニウスノルムを損なうことなく，低ランク性をより強
くを推進することができる．このノルムを局所線形整
列問題に用いれば，辺の長さを短くする正則化が抑制
され，辺の成す角度の正則化をより強調できる．
加重核型ノルムを用いて提案法の局所線形整列問題
を，

P′ = argmin
X∈RN×D

1

2
∥P−X∥2 +

∑
v∈V̄

∥LvX∥∗,w (19)

と定義する．この問題は非凸最適化問題であるが，加
重核型ノルムの近接写像である特異値閾値処理が

prox∥·∥∗,w
(Y) = Udiag((σ −w)+)V

T (20)

と計算できるため，ADMMを使って準最適解を求めら
れる．ここでY = Udiag(σ)VTはYの特異値分解で
ある．
問題 (19)のADMMによる解法について述べる．ま
ず Zv = LvX(v ∈ V̄)とし， Zv1

...
Zv|V̄|

 = Z,

 Lv1
...

Lv|V̄|

 = L (21)

と置くと，Z = LX が成り立つ．また g(Z) =∑
v∈V̄ ∥Zv∥∗,w と置く．これより問題 (19)は以下の

min
X∈RN×D

1

2
∥P−X∥2 + g(Z) s.t. Z = LX (22)

と同値である．この問題は ADMMを適用できる標準
形である．ADMMの反復更新式は更新パラメータを
γ > 0として，
X(k+1)= argmin

X∈RN×D

1
2∥P−X∥2+ 1

2γ ∥Y
(k)−LX−D(k)∥2

Y(k+1)= argmin
Y∈R2|V̄|×D

g(Y)+ 1
2γ ∥Y−LX(k+1)−D(k)∥2

D(k+1)=D(k)+LX(k+1)−Y(k+1)

(23)

である．これらの更新式の計算方法について述べる．
まず第 1式については，以下の線形方程式の解である．
(I+ γ−1LTL)X = P+ γ−1LT(Y(k) −D(k)) (24)

⇔

I+γ−1
∑
v∈V̄

LT
v Lv

X=P+γ−1
∑
v∈V̄

LT
v (Y

(n)
v −D(n)

v )

(25)
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アルゴリズム 1 最適化問題 (19)を解く方法
Input: P,w, γk, Niter

Output: X = argminX
1
2
∥P−X∥2 +

∑
v∈V̄ ∥LvX∥∗,w

1: Y
(0)
v = O,D

(0)
v = O for v ∈ V̄

2: for k = 0, 1, · · · , Niter − 1 do
3: % 1st updating formula
4: (L,U) = matrixDecomposition(I+γ−1

k

∑
v∈V̄L

T
v Lv)

5: X(k+1) = U−1L−1(P+γ−1
k

∑
v∈V̄L

T
v (Y

(k)
v −D

(k)
v ))

6: % 2nd updating formula
7: for v ∈ V̄ do
8: Y

(k+1)
v = prox∥·∥∗,γkw

(LvX
(k+1) +D(k))

9: end for
10: % 3rd updating formula
11: for v ∈ V̄ do
12: D

(k+1)
v = D(k) + LvX

(k+1) −Y
(k+1)
v

13: end for
14: end for
15: X = X(Niter)

これは左辺の係数行列を Cholesky分解 [12]や LU分
解 [13]により三角行列の積に分解することで，効率的
に解くことができる．
続いて第 2式については，加重核型ノルムの和の近
接写像計算である．

Y(k+1) = proxγg(LX
(k+1) +D(k)) (26)

⇔Y(k+1)
v = prox∥·∥∗,γw

(LvX
(k+1) +D(k)

v ) for v ∈ V̄
(27)

よって式 (20)の特異値閾値処理により計算できる．
最後に第 3式については，

D(k+1)
v =D(k)

v +LvX
(k+1)−Y(k+1)

v for v ∈ V̄ (28)

で計算できる．
以上をまとめて，問題 (19) の解を求める方法をア
ルゴリズム 1 に示す．アルゴリズム 1 において関数
matrixDecompositionは，Cholesky分解や LU分解に
よる三角行列の積への分解を表している．またADMM
の更新パラメータ γkは，通常のADMMでは kに対し
て一定値であるが，本アルゴリズムにおいては kに応
じて変化する数列とする．これにより非凸な本問題に
おける収束の安定性が増し，また収束速度が改善する
効果が得られる．具体的に γkにどのような数列を選ぶ
かは，アルゴリズムの 4,5行目の第 1更新式の高速化
と関わるため，後の小節 4.2において明らかにする．
4.グラフ単純化の高速計算法
前節で述べたグラフ形状単純化を高速に計算する方
法について述べる．手法は 2つあり，1つ目は高速特
異値閾値処理法を加重核型ノルムに拡張し，第 1のボ
トルネックである近接写像計算を高速化する．2つ目
は ADMMにおける第 2のボトルネックである反復的
な線形方程式の求解について計算量を削減し，高速化
を実現する．
4.1.加重核型ノルムのための高速特異値閾値処理
アルゴリズム 1の計算時間において最大のボトルネッ
クとなっているのが，8行目の特異値閾値処理である．

そこで小節 2.3で述べた特異値閾値処理の高速計算法
を，加重核型ノルムのための方法に拡張する．ここで
は結果のみ示し，詳細な証明は付録に記載する．
まず D ≥ 3の D × 2行列 Y = [y1,y2]の特異値閾
値処理は以下で求められる．

prox∥·∥∗w
(Y) =　

Y

(
α+ β

2

[
1 0
0 1

]
+

β − α

2
√
detYTY

[
−yT

2 y2 yT
1 y2

yT
1 y2 −yT

1 y1

])
(29)

続いて 2× 2行列Y =

[
y1,1 y1,2
y2,1 y2,2

]
の特異値閾値処理

は以下で求められる．

prox∥·∥∗w
(Y) =　

α+ β

2
Y + sgn(detY)

β − α

2

[
−y2,2 y2,1
y1,2 −y1,1

]
(30)

ただしここで係数 α, β は以下の式で求める．

α =


(σ1 − w1 + (σ2 − w2)+)+

σ1 + σ2
if σ1 + σ2 ̸= 0

0 if σ1 + σ2 = 0

(31)

β =


(σ1 − w1 − (σ2 − w2)+)+

σ1 − σ2
if σ1 − σ2 ̸= 0

0 if σ1 − σ2 = 0

(32)

ここで σ1, σ2 は Y の第 1特異値，第 2特異値で，式
(11)により求められる．以上をまとめて，特異値閾値
処理の算出法をアルゴリズム 2,3に記述する．
ここで提案した手法の計算量について考える．浮動
小数点演算の回数においてアルゴリズム 2で 12D+26
回，アルゴリズム 3で 33回である．これは式 (20)で
算出する 30D + 166回よりも 60− 85%浮動小数点演
算回数を削減できている．
続いて提案手法の計算並列性について考える．多数
の入力行列があって特異値閾値処理を並列に実行する
場合，アルゴリズム 2,3の計算のほとんどが積和演算，
四則演算，根号演算で構成されるため，データ並列に
計算を実行可能である．唯一の条件分岐部である 5,6行
目についても，マスク処理を用いれば容易に並列実行
可能である．よって，CPUやGPUに備わる SIMD機
能を活用して高効率に特異値閾値処理を並列計算可能
である．
4.2.ADMMにおける線形方程式の高速解法
アルゴリズム 1の計算時間の次なるボトルネックと
なるのが，4行目の行列分解である．この行列分解は
Cholesky分解や LU分解を用いるが，これらの計算量
は O(N3)（N はグラフの頂点数）のオーダーである．
これはその他の処理が高々O(N2)のオーダーであるの
で，非常に高い計算コストであると言える．
そこで本稿では，行列分解の回数を減らすことで，計
算量を削減することを考える．このために，以下のス
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アルゴリズム 2 特異値閾値処理算出法 (D ≥ 3)

Input: Y = [y1,y2] ∈ RD×2,w = [w1, w2]
T

Output: Z = prox∥·∥∗,w
(Y)

1: a = yT
1 y1, b = yT

1 y2, c = yT
2 y2

2: d = ac− b2, e =
√
d, f = a+ c

3: g =
√
f + 2e, h =

√
f − 2e

4: σ1 = g+h
2 , σ2 = g−h

2

5: α =

{
(σ1−w1+(σ2−w2)+)+

g if g ̸= 0

0 if g = 0

6: β =

{
(σ1−w1−(σ2−w2)+)+

h if h ̸= 0

0 if h = 0

7: Z = Y

(
α+β
2

[
1 0
0 1

]
+ β−α

2e

[
−c b
b −a

])

アルゴリズム 3 特異値閾値処理算出法 (D = 2)

Input: Y = [y1,y2]=

[
y1,1 y1,2
y2,1 y2,2

]
,w = [w1, w2]

T

Output: Z = prox∥·∥∗,w
(Y)

1: a = yT
1 y1, c = yT

2 y2

2: d = y1,1y2,2 − y1,2y2,1, e = |d|, f = a+ c
3: g =

√
f + 2e, h =

√
f − 2e

4: σ1 = g+h
2 , σ2 = g−h

2

5: α =

{
(σ1−w1+(σ2−w2)+)+

g if g ̸= 0

0 if g = 0

6: β =

{
(σ1−w1−(σ2−w2)+)+

h if h ̸= 0

0 if h = 0

7: Z = α+β
2 Y + sgn(d)β−α2

[
−y2,2 y2,1
y1,2 −y1,1

]

テップ型増加数列 γk を導入する．

γk = γ′
⌊k/T⌋T for k = 0, 1, · · · , (33)

ここで γ′
kは任意の単調増加数列であり，T は増加周期

である．また ⌊·⌋は床関数である．図 2にステップ型増
加数列 γkの例を示す．図の通り，ステップ型増加数列
γkは周期 T で値が増加する数列であり，増加時以外は
一定値になっている．
ステップ型増加数列 γkを用いてアルゴリズム 1を適
用すれば，4行目の行列分解の回数を 1/T に減らせる．
何故ならば，入力行列 I+γ−1

k

∑
v∈V̄L

T
v Lv が T 回に 1

回しか変化しないためである．
この改良は計算量オーダーO(N3)を根本的に減らし
てはいないが，頂点数N が非常に大きいときに速度改
善効果もより大きくなることを期待できる．
5.実験
提案法の有効性を確かめるためにグラフ単純化
シミュレーションを行う．実験は CPU : Core i9-
10980XE@4.8GHz，RAM : 64.0GBのコンピュータを
用い，ソフトウェアはMATLAB 2018bを用いた．
提案法は加重核型ノルム正則化に基づくグラフ単純

図 2: ステップ型増加数列の例

化法（Weighted Nuclear Norm based Graph Simplifi-
cation; WNNGS）で，重みパラメータw = [w1, w2]

T

として，w1 = 0.01, 0.1, 0.5, 1.0, 1.5，w2 = 50を用い
た．また ADMMのパラメータはステップ型増加関数
として γk = 1

310
1

100 ⌊
k
50 ⌋50，反復回数 Niter = 300を用

いた．また従来法として DP [1, 2] 法と筆者らの核型
ノルム正則化に基づくグラフ単純化法（Nuclear Norm
based Graph Simplification; NNGS）[3]を用いた．
図 3にグラフ単純化結果を示す．また図 4に頂点数
と 2乗平均誤差 (Mean Square Error; MSE)のプロッ
トを示す．ここで 2つの埋め込みグラフ G = (V, E ,P)
と G′ = (V ′, E ′,P′)の間のMSEは

MSE(G,G′) =

∑N
i=1 ∥pi − projG′(pi)∥2

N
(34)

と定義する．ここで projG′(pi)は，点 pi を G′ が作る
辺上の最も近い点に射影する関数である．2つの図が
示す通り，提案法はDP法やNNGSと比較して，より
少ない頂点数，MSEでグラフを単純化できる．
続いて雑音の頑健性について述べる．図 5は雑音を
重畳したグラフに対する単純化結果を示している．ま
た図 6に頂点数とMSEのプロットを示す．2つの図が
示す通り，DP法やNNGSと比較して提案法WNNGS
は雑音下においても頑健に働き，グラフを適切に単純
化できる．
続いて，第 4節で述べた高速化法の効果について述
べる．図 7は，高速化法を適用する前後の実行時間を
プロファイリングしたものである．図が示すように高
速化前は 18.20秒計算に時間を要し，そのうち 17.57秒
が特異値閾値処理，0.50秒が線形方程式の求解に費や
されていた．一方高速化後においては計算時間は 0.54
秒で，そのうち 0.30秒が特異値閾値処理，0.15秒が線
形方程式の求解に要する時間となった．よって全体で
は 33.7倍の高速化となった．
6.おわりに
本稿では加重核型ノルム正則化に基づくグラフ単純
化法を提案した．グラフの折れ曲がり回数を正則化す
る関数として加重核型ノルムを用いることで，グラフ
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グラフ 1(頂点数 8805)

グラフ 2(頂点数 2004)
入力グラフ

(頂点数 174, MSE 0.1502)

(頂点数 1247, MSE 0.1365)
DP法 [1, 2]

(頂点数 234, MSE 0.1397)

(頂点数 2537, MSE 0.2493)
NNGS [3]

(頂点数 72, MSE 0.1378)

(頂点数 1158, MSE 0.1366)
WNNGS(提案法)

図 3: グラフ単純化結果
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図 4: グラフ単純化の頂点数とMSEのプロット

形状の精度良い近似と頂点数の削減を同時に達成した．
加重核型ノルムは非凸関数であるが近接写像が計算可
能であるため，近接分離法である交互方向乗数法によ
り効率的に準最適解を求められた．また高速特異値閾
値処理を核型ノルムに拡張し、また線形方程式の計算
量を削減し、本手法の高速計算法を提案した。実験で
は提案法によるグラフ形状単純化を行い，従来法より
も近似精度が高くより頂点数の少ない単純なグラフを
高速に得られることを示した．
付録
高速特異値閾値処理の導出
加重核型ノルムのための高速特異値閾値処理 (29)-

(32)を導出する．入力Y = [y1,y2]の特異値を σ1, σ2

とする (σ1 ≥ σ2)．特異値の和及び差について以下の式
が成立する [7]．

σ1 ± σ2 = ∥y1 ∓Ry2∥ (35)

ここでRは ImY上のベクトルを π/2回転させる回転
行列で，

R =
1√

detYTY
(y2y

T
1 − y1y

T
2 ) (36)
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グラフ 3(頂点数 6772) 雑音が重畳したグラフ

DP法 [1, 2]
(頂点数 2341, MSE 0.1758)

NNGS [3]
(頂点数 1138, MSE 0.1784)

WNNGS(提案法)
(頂点数 563, MSE 0.1708)

図 5: 雑音が重畳したグラフの単純化結果

である．これより加重核型ノルムは

∥Y∥∗,w =
w1 + w2

2
∥y1 −Ry2∥+

w1 − w2

2
∥y1 +Ry2∥

= Γω(Avec(Y)) (37)

となる．ここで ω = [w1+w2

2 , w1−w2

2 ]T とおき，

A =

[
I −R
I R

]
(38)

とおいた．また Γω(·)はグループ尖星準ノルム [14]で，

Γω(x1,x2) = ω1 max(∥x1∥, ∥x2∥) + ω2 min(∥x1∥, ∥x2∥)
(39)
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図 6: 雑音が重畳したグラフの単純化の頂点数とMSE
のプロット
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図 7: 実行時間プロファイリング結果

である．これより近接写像は，
prox∥·∥∗,w

(Y) = proxΓω(Avec(·))(Y)

= vecTATproxΓω

(
1

2
AvecY

)
(40)

= vecTATproxΓω

(
1

2
(y1 −Ry2),

1

2
(y1 +Ry2)

)
(41)

となる．ここで (40) においては，ATA = AAT =
2Iが成立することと，そのAについて proxψ(A(·)) =
1
2A

Tprox2ψ(Ax)が成立すること [15]を用いた．また
proxΓω

(·)は，

(proxΓω
(x1,x2))i =

{
pi

∥xi∥xi if xi ̸= 0

0 if xi = 0
(42)

[p1, p2]
T = proxΩω

(∥x1∥, ∥x2∥) (43)

である．ここで Ωω は尖星準ノルムである [14]．今，
∥x1∥ = 1

2∥y1 −Ry2∥ ≥ ∥x2∥ = 1
2∥y1 +Ry2∥ ≥ 0で

あるので (43)は簡単に計算できて，

p1 =
1

2
(σ1 − w1 + (σ2 − w2)+)+ (44)

p2 =
1

2
(σ1 − w1 − (σ2 − w2)+)+ (45)

である．以上より，α, β を (31),(32)とおけば，

prox∥·∥∗,w
(Y) =

α+ β

2
Y +

α+ β

2
R[y2,−y1] (46)

が得られる．回転行列Rを (12)により展開すれば，(29)
及び (30)を得る．
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